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Fraccion continua de una funcion



Construccion

e Sea una serie formal (convergente o no)

Z A ¢, € C.

Ejemplos
° 22_17 ZQ[—‘l,"],

Tt (”1> 2 [-11],

1zt z—-1

[e'e) e—t
/0 Zdt, 2 (~0,0]
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Construccion

e Sea una serie formal (convergente o no)

Z A ¢, € C.

Entonces

fobgy 1 1T 1
PTAUF b)) bithi o, T T
1/fi by +f2

con degb, > 1y f, con un desarrollo como el de f — by.
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Construccion

e Por tanto

f~bo+

by +

1
by +

by +---

con degb, > 1paratodon e N.

e Sea pn/qn el n-ésimo convergente de la fraccion continua.
Los polinomios pn y g, verifican las relaciones de recurrencia
de Euler-Wallis y son primos entre si.

e Ademas si s, = degqgp, entonces

Sn =degby+---+degb,
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Construccion

e Se cumple

pn(2) _ A . (€l grado de aproximacion
qn(z)  Zontsn Juega 2l papel de distancia)

f(z) =

¢ Si P/Q es una fraccion irreducible verificando
fl2)— P(z) A (Lo usara Gauss para

Q(z)  z2degQ+1 " encontrar su cuadratura)

entonces P/Q es un convergente de la fraccion continua de f.

e Ademas son optimos en el sentido de que si P/Q es una
fraccion irreducible con degQ < degg,, entonces

an(2)f(2) — pn(2) = O (Q(2)f(2) — P(2)), z— .
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Construccion

e Se cumple

pn(2) _ A L (€l grado de aproximacion
qn(z)  Zontsn Juega 2l papel de distancia)

f(z) =

¢ Si P/Q es una fraccion irreducible verificando
fl2)— P(z) A (Lo usara Gauss para

Q(z)  z2desa+ " encontrar su cuadratura)

entonces P/Q es un convergente de la fraccion continua de f.

Los convergentes p,/qn son funciones racionales que

interpolan de manera 6ptima a la funcion fen z = oo
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Ejemplo
Z+ 22—1:22—;.
Z+VZ2 -1
A2
]
22-1~z— 3
2Z — 1
2Z —
2Z —
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Ejemplo

Z24+\VZ22-1=272— —— .
Z+VZ2 -1

4

e Siv=2z++z>—1entonces v=2z—1/v. Por tanto

1 1 1
z:(v+v), VZ2-1=2z— -,

2 v

y vzZZ — 1tiene una expresion racional en la variable v.
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e Formulas analogas se verifican para vaz? + bz + c.

4

Teorema

Si R(z,w) es una funcional racional en dos variables
complejas, entonces

/R(z, v az2 + bz + c) dz

puede representarse a partir de funciones elementales.
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e En general puede ser complicado hallar la fraccion continua
completa. Hace falta encontrar regularidad en el desarrollo.

e Cada meétodo puede dar lugar a fracciones continuas de
distinto tipo.

e Euler ideo varios métodos que se basan en expresar
mediante fracciones continuas las soluciones de una
ecuacion diferencial.

e~ 1+

z—1+
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e En general puede ser complicado hallar la fraccion continua
completa. Hace falta encontrar regularidad en el desarrollo.

e Cada meétodo puede dar lugar a fracciones continuas de
distinto tipo.

e Euler ideo varios métodos que se basan en expresar
mediante fracciones continuas las soluciones de una
ecuacion diferencial.

e=1[1:0,1,1,2,1,1,4,1,16,...] = [2:1,2,1,1,4,1,1,6,.. ]
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Ejemplo

00 eft

e Integrando por partes repetidamente se obtiene

1 o0 e—t 1 1 [e%s) e—t
Z2)=-— dt——+2/ dt
fle) = /o (z +t)? z 7 o (z+1)

1 1 2 o gt
_—2+3—3|/ 4dt:
z 7 2 o (z+1)
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Ejemplo

o0

© et —1)"n!
f(z):/o tht=2(zn)+1

n=0

iserie divergente!
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Ejemplo

> et = (=1)"n!
f(z):/o tht=2(zn)+1

n=0

e Usando propiedades de simetria de la funcion T e
integracion por partes, Euler probo la formula

f2) ~ L
z+

1
2
2

Z+ -

1+
z+
1+
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Ejemplo

> et = (=1)"n!
f(z):/o tht=2(zn)+1

n=0

e Que, contrayendo los términos, se transforma en
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Ejemplo

o0

© et —1)"n!
f(z):/o tht=2(zn)+1

n=0

e Euler (1760) comprob6 numéricamente que los valores de la
funcion y los del desarrollo en fraccion continua coinciden.
e Veremos mas adelante:

- Stieltjes (1894) demostro la convergencia de la fraccion
continua para una clase de funciones muy general.

- Existe relacion con polinomios ortogonales.
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e Gauss perfecciono un método de Euler para representar
cocientes de funciones hipergeométricas en fraccion
continua.

e Resultan fracciones continuas de la forma

az
a,z
asz

T4+ ...

ap +
14
1+

e Se relacionan con las anteriores mediante el cambio
zZ — 1/zy contrayendo a los convergentes pares.

e Por tanto interpolan a la funcion de manera 6ptima enz = 0.
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e El método permite obtener desarrollos en fraccion continua
de gran nimero de funciones trascendentes.

Ejemplo ,
arctanz = 5
- 1z
4 72
3+ 5
5+ oz
74 ...
(2
T 1
4 12
1+ 52
3+ 32
5
T
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Cuadratura Gaussiana

Problema (1813)

n
Encontrar el polinomio Qn(z) = H(z — Xp) tal que
k=1

/P(t)dt—Zakpxk degp < 2n.
k=1

e Es equivalente a

1 1— m+1 n
t"dt= —————— apxy, m=20,1...2n—1.
/, =
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Cuadratura Gaussiana

1— (_1)m+1 n
T > akxy, entonces | 6m = O(1)

R=1

.Si&m—

(1) < 1—( o 0
Z):Zo(m_HzmH Z sz+1 sz%

m=2n

" a 1
o kR
= Z_Xk+o<22n+1)'

Qn(2) 6(z) = Pr_1(z) + O <Zn1+1>
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Cuadratura Gaussiana

e Por tanto Q, es el denominador del n-ésimo convergente de
la fraccion continua de G.

G(z):log(z+1>: 2

z—-1
7 —

12
22

3z —

32
5z —

7z — ...

e De| Qni1(2) = (2n +1)2Qn(2) — N> Qy_1(2) |se deduce:

 Los ceros de Qp, se entrelazan con los de Q,_1.

+ Son simples y pertenecen a (—1,1).
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Cuadratura Gaussiana

e Jacobi (1826) observo que Q, es el n-ésimo polinomio
ortogonal respecto de la medida de Lebesgue en [—1,1].

;Que tiene que ver la medida de Lebesgue con G?

zZ+1 T odt
z-1)  J,z-t

6(2)  tog (2

Fracciones continuas de transformadas de Cauchy

estan relacionadas con polinomios ortogonales
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Aproximacion Padé



Nociones basicas

e Sea el desarrollo formal

flz) =) cn?"
n=0
y Py el conjunto de polinomios de grado menor o igual que n.

e El polinomio de Taylor T,(f) de f es el elemento de P, que
tiene mayor orden de contacto con fenz = 0.

e Sea Rpm = {p/q : degp <n, degq < m, q # 0}.

e El aproximante de Padé m, m(f) de f es el elemento de Ry m
que tiene mayor orden de contacto con fen z = 0.
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Nociones basicas

e Existen polinomios condegpnm <n,
degqnm < m, qam # 0, tales que

an.m(2) f(z) — pnm(z) = O (Zn+m+1) , Z—0,

y entonces | mn.m = Pn.m/qn.m

e Es decir
(@o+az+--+amz™) (Co+Crz+ -+ CmZ™M + )

—(bo+brz+--- 4 by2") = AT 4

e Es un sistema lineal con m ecuaciones y m + 1incognitas:
siempre existe solucion no trivial.

e Ademas la fraccion m, , €s Unica.
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La tabla de Padée

e Los distintos aproximantes de Padé m, i, se pueden
representar en una tabla

T0,0 | ™,0 | 72,0 | *** | Tn,0
To1 | T | T2 | 0 | T
m02 | ™2 | 722 | | Tn2
om | TMm | T2m | " | TTnm

cuya estructura refleja los defectos de interpolacion.
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La tabla de Padée

e Dada la condicion de interpolacion

dnm(2)f(2) — pnm(2) = O(Zn+m+1)>

puede ocurrir que

f(z) = mm(2) = 0",

z— 0,

z— 0,

donde d es el llamado defecto de interpolacion.

Ejemplo:f(2) =(1-22) "=1+22+2* +--.

UNK =1

| Escuela Orthonet
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La tabla de Padée

Estructura por bloques cuadrados
Sea f(0) # 0. Supongamos que para un (n,m) se cumple

+ degpnm =n, degqnm = m,
* Gnm(2)f(2) — Pnm(z) = AZTHMHRET L A0, R > 0.

Entonces 7 m4j = mn,m Paratodoi,j =0,1,... R,y el resto
de entradas de la tabla son distintas a 7 m.

e Si f(z) = ZVg(z) con g(0) # 0, entonces las primeras N
columnas de la tabla son cero.

e f es una funcion racional si y solo si existe un bloque de
dimension infinita.
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La tabla de Padée

Un bloque de orden 4

T35 | T45 | M55 | 65

3,6 | a6 | 756 | 76,6

m37 | Ta7 | 757 | Te7

73,8 | M48 | T58 | 6,8

Of(Z) — 7'l'375(2) :AZ12 + - A 75 0.

e d =min{n —degpnm, m—degqnm} =0
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La tabla de Padée

Un bloque de orden 4

M35 | T45 | M55 | 765

3,6 | 46 | 756 | 76,6

73,7 | w7 | 57 | Te7

m38 | T48 | M58 | 6,8

Of(Z) — 7'l'375(2) :AZ12 + - A 75 0.

e d=min{n —degpnm, m—degqnm} =1
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La tabla de Padée

Un bloque de orden 4

M35 | T45 | M55 | 765

3,6 | 46 | 756 | 76,6

m37 | Ta7 | T57 | Te7

m38 | T48 | T58 | 6,8

Of(Z) — 7'l'375(2) :AZ12 + - A 75 0.

e d =min{n —degpnm, m—degqnm} =2
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La tabla de Padée

Un bloque de orden 4

M35 | T45 | M55 | 765

3,6 | 46 | 756 | 76,6

m37 | Ta7 | W57 | Te7

m38 | T48 | M58 | 76,8

Of(Z) — 7'l'375(2) :AZ12 + - A 75 0.

e d =min{n —degpnm, m—degqnm} =3

| Escuela Orthonet



La tabla de Padée

e En general mp m verifica d = 0 si y solo si

Cn Cn—1 o Cn_m1
Cn+1 Cn o Ch—m+2
Hn,m = . . . . # 0,
Ch+m—1 Cnym-—2 - Cn

ya que entonces gn m(0) # 0.

e Si Hym # 0 para todo ny m, entonces todos los elementos
de la tabla son distintos y se dice que la tabla es normal.
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Interpolacion en infinito

e Sea el desarrollo formal

o0

f2) =

n=0

Entonces
n Co Cq
(@0 + a1z + -+ an2") (7+—+--->

V4
b b
:pn_1(z)+71+...+l+...

e Por tanto el problema de interpolacion consiste en

encontrar polinomios con degg, < n,qgn £0,

degpn_1 < n—1,tales que
1
Gn(2)f(2) ~ prs(2) = O (zH) L zo
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Interpolacion en infinito

1
qn(2)f(z) — pn-1(2) = O (z”“) ,  Z—00.
e El aproximante de Padé diagonal de f en infinito de orden n
es la fraccion mp, = pn_1/Gn.

e Solo hay defecto de interpolacion si degg, < n. Cuando
deg g, = n se dice que el aproximante m, es normal.

Co G -+ Cp
Gt G - Cpp

= Hh=1 . ) ) . = 0.
Ch Cht1 -+ Con
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Interpolacion en infinito

0n(2)f(2) — Pnr(2) = O (zL) 7o

e El aproximante de Padé diagonal de f en infinito de orden n
es la fraccion mp, = pn_1/Gn.

e Solo hay defecto de interpolacion si degg, < n. Cuando
deg g, = n se dice que el aproximante m, es normal.

e Siempre se cumple

pn-1(2) 1
f(Z) - QHEZ) =0 <z2degqn+1> , Z— 00.
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Interpolacion en infinito

0n(2)f(2) — Pnr(2) = O (;) 7o

e El aproximante de Padé diagonal de f en infinito de orden n
es la fraccion mp, = pn_1/Gn.

e Solo hay defecto de interpolacion si degg, < n. Cuando
deg g, = n se dice que el aproximante m, es normal.

Los convergentes de la fraccion continua de f coinciden

con los aproximantes de Padé diagonales de f
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El problema de la convergencia

Ejemplo

(2) = log(1 + 2)

e T, converge uniformemente a f en compactos de {|z| < 1}.

e mn.n CONverge uniformemente a f en compactos de

C\ (—o0,—1].

Los aproximantes de Padé pueden recuperar la

funcion a partir de los coeficientes de Taylor
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El problema de la convergencia

e Si en un entorno de zg

(i) fse aproxima rapidamente por polinomios = f es
entera.

(ii) fse aproxima rapidamente por funciones racionales = f
es univaluada.

Los aproximantes de Padé proporcionan

informacion global de datos locales
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El problema de la convergencia

Wallin (1974)

Existen funciones enteras cuyos aproximantes de Padé
divergen en todo punto del plano complejo.

No hay resultados generales de convergencia debido

a la posible aparicion de polos espurios
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El problema de la convergencia

Gonchar (1982)

Sea f analitica en un dominio D D oo cuyo complemento es
un conjunto convexo. Supongamos que, para todon > N,

» 7, es holomorfa en el dominio D.

+ No hay defecto de interpolacion.

Entonces m, converge a f uniformemente en subconjuntos
compactos de D.
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Estrategias

e Debilitar la sucesion: tomar subsucesiones.

e Debilitar la clase de funciones f que se aproximan:
funciones de Markov, Stieltjes,...

e Debilitar la convergencia: convergencia en capacidad.
e Dejar fijo el grado del denominador: si m € N queda fijo,

¢bajo qué condiciones lim 7, =f?
n—-4-o0
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La conjetura Padé

Conjetura de Baker-Gammel-Wills (1961)

Sea f es meromorfa en el disco unidad . Entonces existe
una subsucesion A c N tal que m,,n € A, converge a f
uniformemente en compactos de D (en la métrica de la
esfera de Riemann).

e Siempre hay subsucesiones de 7, sin defecto de
interpolacion.

e En muchos ejemplos 7, admite subsucesiones que
convergen a f uniformemente en compactos del dominio.
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La conjetura Padé

e Variantes:

- Convergencia en capacidad (se vera mas adelante).

- fes algebraicay el dominio es extremal (idem).

- Exigiendo acotacion uniforme del nimero de polos
espurios.

e Avances:

- Funciones hiperelipticas: f = r1 4+ r2,/p, p polinomio, con
restricciones sobre polos y ceros de rq y r; (Stahl).
« Funciones enteras de crecimiento lento (Lubinski):

(o]
flz) =) anz" con limsup ~/]an| < 1.
n—o n—o00
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La conjetura Padé

e La conjetura fue refutada por Lubinski en 2001 usando la
fraccion continua de Rogers-Ramanujan:

qz 4ri
14+ , q:999+\/§_
q’z
1+ 3
1+ 9
T4 ...
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La conjetura Padé

e Un ano mas tarde Buslaev encontro un contraejemplo
relativamente sencillo con una funcion hipereliptica
z /3

= —— i
az? . 2+2’

2
3—-3a°z+ 27

3-3a'z4
3-3a%2+4---

que refutaba la mayor parte de las conjeturas conocidas.

Conjetura de la convergencia a trozos (2005)

Analoga a la conjetura Padeé, pero utilizando varias
subsucesiones dependiendo de z € D.
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Otros tipos de Padé

e Aproximantes de Padé multipuntuales. Se interpola en una
tabla de puntos con una cierta distribucion limite.

e Aproximantes tipo Padé. Parte o todos de los polos de los
aproximantes se fijan de antemano. Util cuando se conoce la
geometria del conjunto de singularidades de la funcion.

e Aproximantes Fourier-Padé. Se consideran desarrollos
ortogonales y se busca el aproximante racional que tenga el
mayor orden de contacto seglin este desarrollo.

e Aproximantes Hermite-Padé. Aproximacion simultanea de
funciones.
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Aproximacion simultanea




Otra forma de probar trascendencia

Teorema

Sea x € Ry supongamos que para todo r € Ny todo
(Co,C1,...,Cr) € Z' existen r sucesiones de nimeros

racionales
) )
(" Va L\ a

;
i) Cogn+ Y CrPnr#0, VYneN.
k=1

i) lim gnx—p,r=0, k=12,....r
n—oo ?

tales que

Entonces x es un nimero trascendente.
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Otra forma de probar trascendencia

e La idea es aproximar el nimero real x y sus potencias por
sucesiones que tengan el mismo denominador. Este tipo de
aproximacion se llama simultanea.

Aproximacion simultanea rapida por

numeros racionales implica trascendencia

e ;COmo construir sucesiones de nimeros racionales que
aproximen simultaneamente las potencias de un nimero
real?
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Aproximacion Hermite-Padé

e Sean r desarrollos formales en z = 0.

e Se fijan

n=(ny,....n;), m=(m,...,m) € Z_|que

controlan la interpolacion en cada componente.

e Entonces existen |Py,...,P,y Q|con degP, < n,y

degQ < |m|, Q # 0, tales que

Q(2) fr(2) — Pr(2z) = O (2" +MHT) |z 0,

donde lm|=my+my+---+mykR=1,....r.

desarrollos fy, ...

P‘]/Q,,Pr/o

| Escuela Orthonet
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Aproximacion Hermite-Padé

e Los aproximantes Hermite-Padé no estan en general
univocamente determinados (por ejemplo si f1 = f,).

e El problema de la convergencia y el del comportamiento de
sus polos es mucho mas rico y complejo.

e Cuando los aproximantes Hermite-Padé estan univocamente
determinados y los polinomios correspondientes tienen
grado maximo se dice que son normales.
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Hermite (1873)
El nimero e es trascendente.

e Halla explicitamente los aproximantes Hermite-Padé de las
funciones {e*?}}_. para unos ciertos grados de interpolacion
que dependen de un parametro libre p, nUmero primo.

e Después evalia las funciones obtenidas en z =1 para
obtener una aproximacion racional de las potencias del
namero e.

e El hecho de que p sea primo y arbitrariamente grande le
permite garantizar las condiciones i) y ii).

| Escuela Orthonet



Demostracion

e Existen polinomios Qy P, tales que
Q(z) ¥ — Py(2) = O (ZPTP), z—0,

condegQ <rp,degP, <rp—1,k=1,...,r.

e Para construirlos observemos que de la formula

OO"’—ZXd—k! ReZ
0xe X_zkﬁ’ €z,

se deduce que si T es un polinomio de grado n, T(0) # 0,
entonces

o
zn+k+1 / Xk T(X) e~ dx
0

es también un polinomio de grado n.
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Demostracion

e Existen polinomios Qy P, tales que
Q(z) ¥ — Py(2) = O (ZPTP), z—0,
condegQ <rp,degP, <rp—1,k=1,...,r.
e Por tanto, si se elige T(x) = xP~" ﬁ(x — k)P, p €N, los
polinomios .
Q(2) = AZPTP /OOO T(x) e~ # dx,
Pr(z) = AZ'PHP /OOO T(x+ R)e #dx, X>0,

tienen los grados requeridos.
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Demostracion

e Existen polinomios Qy P, tales que
Q(z) ¥ — Py(2) = O (ZPTP), z—0,
condegQ <rp,degP, <rp—1,k=1,...,r.

e Ademas

k
Q(z) € — Py(z) = 2P e / T(x) e 2 dx = O (2P+) .
0

por lo que se verifican las condiciones de interpolacion
Hermite-Padé.
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Demostracion

e Fijamos un (co,C1,...,¢;) € Z ytomamosz =1y
A =1/(p —1)!, con p suficientemente grande para que no
pueda ser divisor de co.

e Entonces se obtienen las sucesiones de nimeros enteros

1

(p—1)!/0 T(x) e ™ dx,

1 o0
= — T(x + k) e *dx.
Po = oy [, T+

dn =

e El nimero primo p divide a los p,, , pero no a g, por lo que
se cumple la condicion i).
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Demostracion

e Fijamos un (co,C1,...,¢;) € Z ytomamosz =1y
A =1/(p —1)!, con p suficientemente grande para que no
pueda ser divisor de co.

e Entonces se obtienen las sucesiones de nimeros enteros

1

(p—1)!/0 T(x) e ™ dx,

1 o0
= — T(x + k) e *dx.
Po = oy [, T+

dn =

e La condicion ii) se deduce de

k R kR
e e
- / IT(x)| e X dx < ——— kPP,
0

k_
TPk = =) (p—)
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Demostracion

No me aventuraré a la busqueda de una
demostracion de la trascendencia del nimero . Que
otros intenten esa empresa, nadie sera mas feliz que
yo de su éxito. Pero creame, amigo mio, que no les
costara poco esfuerzo.

Ch. Hermite”

"Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite a M. Borchardt sur quelques
aproximations algébriques, ). Reine Angew. Math. 76 (1873) 342-344.
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Lindemann

Lindemann (1882)
Sean f31, (2, . . ., Bm NUmeros algebraicos distintos. Entonces
et ef2 .. ePmsonl.i. sobre A.

e e +e%=0 = xestrascendente.

e Si 3 #0yasonalgebraicos = e’ +ae® #0 = efes
trascendente.

e Si 3+ 0esalgebraico = senpj,senhf,... son
trascendentes.
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Lindemann

Lindemann (1882)
Sean f31, (2, . . ., Bm NUmeros algebraicos distintos. Entonces
et ef2 .. ePmsonl.i. sobre A.

e e +e%=0 = xestrascendente.

e Si 3 #0yasonalgebraicos = e’ +ae® #0 = efes
trascendente.

e Si 3+ 0esalgebraico = senpj,senhf,... son
trascendentes.

Funciones trascendentes toman valores trascendentes

en argumentos algebraicos “no especiales”
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Un poco de historia




La cuadratura del circulo

e Problemas clasicos de la Antigliedad:

- La triseccion del angulo.
- La duplicacion del cubo.
- La cuadratura del circulo.

e Antecedentes:

« Magnitudes inconmensurables.

- Construcciones con regla y compas.
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La cuadratura del circulo

Numeros constructibles o euclideos son aquellos que se
pueden construir mediante el uso combinado de la reglay el
compas a partir de una magnitud unitaria. Los denotaremos
por E.

e Dificultades:

+ No todo nimero real es constructible: R ¢ E.

- Carencia de nociones algebraicas.
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La cuadratura del circulo

Numeros constructibles o euclideos son aquellos que se
pueden construir mediante el uso combinado de la reglay el
compas a partir de una magnitud unitaria. Los denotaremos
por E.

Son aquellos numeros que se obtienen a

partir de Q mediante las operaciones de
cuerpo y extraccion de raices cuadradas

e El polinomio minimo de un nimero constructible tiene
grado 2™,
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La cuadratura del circulo

Wantzel (1837)
Imposibilidad de la duplicacion del cubo y la triseccion del
angulo:

+ El polinomio x3 — 2 es irreducible de grado 3.

- Si w/3 se pudiera trisecar, entonces 2 cos(w/9) seria
constructible y es raiz de x> — 3x — 1, polinomio
irreducible de grado 3.

e Hubo que esperar a la demostracion de que 7 es
trascendente para deducir la imposibilidad de la cuadratura
del circulo. (Véase, por ejemplo, http://gaussianos.com/ como-
demostrar-que-n-pi-2s-trascendente/)
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Trascendencia en el siglo XX

e En 1900 Hilbert plantea veintitrés problemas, el séptimo
dice:

Sea o un nimero algebraico distinto de 0 y 1. Sea 3
un nimero algebraico irracional. Demostrar que o®
es trascendente.

Gelfond (1934) y Schneider (1935)
Resuelven el séptimo problema de Hilbert.

e En particular, e™ es trascendente pues

e’ — I'—Zi
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Trascendencia en el siglo XX

Baker (1966)
Sean aq, ay, ..., am nUmeros algebraicos distintos de 0 y 1.
Sean 1, 1, 32, . .., Bm nUmeros algebraicos L. i. sobre Q.
Entonces

ool ... offn estrascendente.

e No se sabe si 7", e® 0 7€ son trascendentes. Tampoco se
sabe si e 0 w + e son trascendentes aunque si se sabe que al
menos uno de ellos lo es.

e No se sabe si 7y e son algebraicamente independientes
sobre Q, es decir, si existe un polinomio P € Q[x, y] tal que
P(m,e) = 0.

| Escuela Orthonet



Valores irracionales de la funcion zeta de Riemann

e La funcion zeta de Riemann se define como

((2) = Z%, si Rz>1,
n=1

y mediante continuacion analitica en C\ {1}.

e Euler probd que| ¢(2R) = g 7%k, qreQ

Problema abierto

Demostrar que los numeros ¢((2k + 1), k € N, son
irracionales.
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Valores irracionales de la funcion zeta de Riemann

Apéry (1978)

. 1 . .
El ndmero Z 5 es irracional.
n=1

e Usa la formula
=1 > )"~ (2n

La demostracion no es generalizable al caso de otros valores
del exponente.
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Valores irracionales de la funcion zeta de Riemann

e Beukers (1981): La sucesion de aproximantes racionales de
Apéry puede obtenerse de un problema generalizado de
aproximacion de Padé simultanea.

e Dadas las funciones
o0 zn
fo(2) = Zﬁ, k=1,2,3,
n=1

encontrar polinomios pn,ts,qn y rn de grado n tales que

an(2) f1(2) + ra(2) f2(2) — pn(2) :O(ZZn)’ z—0,
an(2) f2(2) +21(2) f3(2) — ta(2) = 0 (Z"), z—0,
gn(1) = 0.
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Valores irracionales de la funcion zeta de Riemann

Rivoal (2000)

En el conjunto {¢(3),¢(5),¢(7),...} hay infinitos nimeros
irracionales.

e Utiliza aproximacion simultanea de Padeé de polilogaritmos:

o Z”
Z(n+1)P'

n=0

Zudilin (2001)

Al menos uno de entre los nameros ¢(5), ¢(7), ¢(9) y ¢(11) es
irracional.
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Conclusion




Algunas ideas importantes para recordar

e Los aproximantes de Padé tienen sus origenes en las
fracciones continuas y la aproximacion simultanea.

e Su versatilidad les permite adaptarse a diferentes
situaciones.

e El problema de la convergencia de los Padé es el problema
del comportamiento de sus polos y como controlarlos.

e Estudiaremos con mas detalle aquellos casos en que los
denominadores son polinomios ortogonales.
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