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1. Procesos aleatorios y cadenas de Markov

1.1. Introduccién y primeras propiedades

. Qué es un camino aleatorio (random walk)? Comenzaremos con ejemplo muy
simple. Imaginemos una calle (finita o infinita) con bares colocados cada cierta
distancia. Supongamos que una persona (que llamaremos carifiosamente “borracho”)
esta en su bar favorito que denotaremos por el niimero 0. Nuestro borracho se bebe
una cerveza en el bar cero y luego con cierta probabilidad p se mueve al bar de la
derecha y con probabilidad ¢ se mueve al bar de la izquierda, de forma que p+q = 1.
Asi cada cierto tiempo At nuestro borracho estara en su siguiente bar. La siguente
figura ilustra el proceso en el caso de una calle doblemente infinita:

o

p p p p b p

q

El proceso anterior es una caminata aleatoria. Para nuestro borracho las si-
guientes preguntas aparecen de forma natural: ;qué probabilidad hay de que pueda
regresar, digamos en k pasos, al bar inicial? ;qué probabilidad hay de regresar en
algin momento de tiempo? Si esta tultima probabilidad es 1, jcudl es el tiempo que
debe esperar el borracho para regresar a su bar favorito?

. Qué ocurrira si la calle es semi infinita? Es decir, el siguiente caso:

@

RN
Ll 0 3

Otro proceso interesante que generaliza la caminata anterior es cuando asignamos
cierta probabilidad de quedarse en cada estado (en el caso de nuestro borracho
dicha probabilidad era siempre cero) cuya representacién diagramética, en el caso
semiinfinito, es la siguiente:



Po P b2 D3
1 2 3 o o 0
q1 q2 q3 q4
To ™ T2 T3

Vamos a intentar responder a las preguntas antes formuladas para este tipo de
problemas de varias formas, en particular, usando la teoria de polinomios ortogona-
les.

Nuestro ejemplo de partida serda uno mucho mas simple. Asumamos que tenemos
dos estados posibles 1 y 2 y que las transiciones entre ambos se representa por el
diagrama

Vamos a hacerle corresponder a cada diagrama una matriz P de la siguiente
forma: la entrada p;; de P representa la probabilidad de pasar del estado i al j.
Asi para nuestro proceso con dos estados tenemos

P= P11 Piz2| _ I-p »p
P21 P22 q L-qf
Dicha matriz P la denominaremos matriz de probabilidades de trasicion, y en
general toma las formas

P11 P12 P13 --- DPin
P21 P22 P23 ... DPon n
P={ps1 ps2 P33z - DPan|, Zpij =1, Vix>1,
: : : . : j=1

Pn1 Pn2 Pn3 --- DPnn
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para un proceso con un nimero finito de estados (cadena finita),

P11 P12 P13 --- Pin
P21 P22 P23 ... DPon
po|Psr P2 P P SN Vi
: : : . D £
Prn1 Pn2 Pn3 -+ DPnn
para el caso de una cadena semiinfinita, o
pP-10 P-11 P-12 P-13 ... DP-1n
Poo Por Po2 Po3 --- Pon
... Po P11 P12 P13 --- DPin :
P=] ... po pa P2 pPa3 - DPum |, Zpij: L, Vixl,
P30 P31 P32 P33 .- D3n o JeL
Pno Pn1 DPn2 DPn3 s Pnn

si la cadena es doblemente infinita. Dichas matrices se conocen por el nombre de
matrices estocasticas.

Ejercicio 1.1. Prueba que si P es una matriz estocdstica, entonces P*, Vn € N
también lo es.

1.2. Cadenas de Markov discretas

Vamos ahora a conectar el concepto de cadena de Markov discreta (tiempo dis-
creto) con los esquemas del apartado anterior via la matriz de probabilidades de
trasicion P.

Sea un conjunto numerable I y sea A una medida sobre I, i.e., A = {\;, 7 € [,
0 < \; < +o0 para todo i € T}. Asumiremos que A es una medida de probabilidad, i.e.,
YA = 1. En adelante I serd un conjunto finito de valores enteros, el conjunto de
los nimeros naturales N o el de los enteros Z.

Sea X una variable aleatoria con valores sobre I. Definiremos! \; = P(X =14) como
la probabilidad de que la variable X tome el valor ¢ € I. Como Y, P(X =) =1, A
es una medida de probabilidad que denominaremos distribucién de X.

'Para una definicién més rigurosa ver [7, pag. 1].



Diremos que (X,,)ns0 €s una cadena de Markov discreta con una distribucién
inicial A\ si

P(Xo) = Ao,

P( X1 = ipa1|Xo =0, - -, Xn = 0n) = Dinines = Pininers

es decir, Xy tiene la distribucién \g y la probabilidad de que X,,,1 = 7,,;1 condicionada
a que Xg =g, ..., X, = i, s6lo depende del valor de X,, en el paso anterior (o
sea, depende del ultimo suceso y no de los anteriores). Ademéds dicha probabilidad
esta determinada justamente por la matriz de probabilidades de transicion P, siendo
su distribucion la fila i-ésima, i.e., (p;;);er-

De lo anterior se deduce que

P(Xo =10, X1 =11) = XoDig,i1 »
y, en general, que, para todos 2g,1,...,%, €1,
P(Xo =0, X1 =11,...,Xn = in) = NigDigir Piria™ Pin-rin- (1.1)

La propiedad anterior caracteriza a los procesos de Markov [7, Teorema 1.1.1]. Més
aun, a partir de la definicién de proceso de Markov y la propiedad anterior se deduce
el siguiente [7]

Teorema 1.2. Sea (X,,)ns0 una cadena de Markov con distribucion inicial \. En-
tonces la cadena (X,in)nso condicionada a que X, =i es una cadena de Markov
con distribucion inicial 6; = {6;;, j €1}, donde 05y =1 si k=1 y 0 en otro caso.

Escribamos la distribucién inicial A mediante el vector X\ = (A, Ag, -+, Apeee) y
sea P la matriz de probabilidades de transiciéon, que sabemos que es estocastica.
Definiremos de la forma habitual para el caso de dimensién finita los productos AP,
P-P=P2, ...P?, y lo extenderemos de manera obvia al caso de dimensién infinita.
En adelante denotaremos por pg?) los elementos de la matriz P”.

El siguiente teorema se puede interpretar como la falta de memoria de un proceso
de Markov.

Teorema 1.3. Sea (X, )ns0 una cadena de Markov con distribucion inicial A y P
una matriz de probabilidades de transicion. Entonces, para todos n,m >0

(1) P(Xn=7j)=(AP");

(i1) P(Xnim = 5| Xm = 1) = p{.

v
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Demostracion. Para probar (i) usamos la propiedad de Markov (1.1)

P(X, =) Y P(Xo=ig, X1=i1,...,X,=7])

20,81 -+ +stn—1

Z )‘iopioilpim“'Pin_u:Z)\io Z Pigi1Pivia  Pip-1j
20

i07i17“'7in—1 ily-”yin—l

> Nioply) = (AP,
10

Para probar (ii) basta usar el teorema 1.2 de donde se sigue que A = §; que sustitu-
yendo en (i) nos da el resultado. O

En efecto, el teorema asegura que si la variable tomé el valor i en cierto paso m
la probabilidad de que dicha variable tome el valor j tras n pasos es independiente
de lo que haya ocurrido antes del paso m.

Noétese ademas que del teorema anterior se deduce que la probabilidad de en-
contrar el sistema en el estado j habiendo partido del estado 7 en n pasos es justo

(n)

D

1.3. El caso de dos estados

Vamos a ver un ejemplo muy simple que se puede resolver analiticamente. Sea
un sistema constituido con dos estados A y B cuyo diagrama es el siguiente:

1-4

y cuya correspondiente matriz de probabilidades de transicion tiene la forma

P:[pAA pAB:|:|:1;Oé 1?5], o, Be[0,1]. (1.2)

PBA PBB

Vamos a calcular P?, la matriz de probabilidades de transiciéon en n-pasos. Para
ello notamos que

(n) (n) PBA PBB

]Pm+1 —P".P= |:p,(472 p,(:gz‘l [pAA pAB] .
Ppa PBp



Calculemos, por ejemplo, pfﬂ. De la ecuacién matricial se sigue que

pin = (L=a)pld + Bp.

Usando que pfﬁ% =1- pfﬂ, pues P" es una matriz estocéastica, tenemos

(nH) =(1-a- 5)p(n)+5, P(ff)g pas=1-a.

La ecuacion anterior es una ecuacion en diferencias lineal con respecto a n. Su
solucién general es
) _ P

Pya= Oé+ﬁ+0(1_a_5)n’ nZOu

e 0
que, usando la condicion inicial 101(42l =paa =1-a nos da

p(n)_6+a(1—a—ﬂ)”

AA T a+f3 ’

n > 0. (1.3)

Ejercicio 1.4. Calcula los restantes elementos de P™.

El valor que hemos encontrado p(Anj nos da la probabilidad de regresar al estado A

tras n pasos. No obstante estd claro que esta probabilidad incluye la opcién de haber
regresado muchas veces antes, es por ello que nos interesa calcular la probabilidad
de regresar por primera vez al estado A tras n pasos. Este cédlculo no es inmediato
como en anterior, pero en nuestro ejemplo se puede realizar sin muchos problemas.
Vamos a denotar por qﬁﬁ la probabilidad de regresar al estado A por primera vez
en n pasos. Es facil comprobar que

d=1-a, ¢P=0a8 ¢=a-58 d)=a-5)8, ...

La probabilidad de regresar por primera vez a A serd entonces
Gan = Zqi@:1—oz+ozﬁ+oz(1—B)B+a(1—ﬁ)25+--~=
n=1

Definicién 1.5. Un estado i de un proceso de Markov se llama recurrente si la
probabilidad de regresar a dicho estado (en algin momento) es igual a 1. En caso
contrario se llama transitorio.

Dado un estado recurrente, una pregunta natural es saber el tiempo de espera
para regresar al mismo. Como nuestro sistema es en tiempo discreto (vamos paso a
paso) entonces el tiempo medio de retorno a cierto estado i es, por definicién

= S ng(M + 0o (1 - giy). (1.4)
n=1
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En esta definicién estd implicito que el tiempo 744 siempre es infinito en el caso
cuando la probabilidad de primeros retornos no es 1 (;por qué?).
Asi, en nuestro ejemplo

=0

S~ 1, (™)
TAA=ZTZQAA+OO(1—(]AA),

n=1
luego
VEDY nqﬁa =(1-a)+2aB+3a(l-B)B+4a(l-B)*B+--.
n=1
Para calcular la suma anterior usamos que

3 1

l+ax+22+2%+. =

!
:>1+2:c+3x2+4:c3+---:( L ) L

-z 1-x :(1—x)2’

o
de donde se sigue que 744 =1+ 5 Nétese que en principio 744 € [1, 00).

Definicién 1.6. Un estado recurrente con tiempo medio de retorno finito se deno-
mana positivamente recurrente.

Vamos a intentar resolver el problema del retorno a A usando tnicamente de las
matrices P. Denotemos por pi’f) = p(A"j (a A le corresponderd en indice 1y a B el 2).
Entonces

PYf) = Z P1i1Piria" Pip1
i1yi2yein-1=1,2
mientras que la probabilidad de los primeros retornos a A sera

qﬁl) = Z P1i1Pivio "Pip_11-

i1y emin-1%1
., Como podemos realizar la tltima operacion mediante la multiplicaciéon de matrices?
Esté claro que el elemento pﬁ) de P2 nos da la probabilidad de retornar a 1 en
dos pasos, cuyo cdlculo directo nos da p?; + p1aper. Ahora bien, si queremos tener la
probabilidad del primer retorno hay que excluir el sumando p?,. Como

2
q&) = Z P1iyPig1 = P12P21 = f3,

i1#1

podemos usar la matriz () = [ ] En efecto si multiplicamos

01

pun p12[|0 O 0 pi2
]P) = =
? [pm pQQ] [0 1] [O pzz]
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nos queda una matriz donde toda la primera columna es cero, luego si hacemos el
producto P- @ - P habremos excluido la posibilidad de retornar a 1 en el primer paso
(es decir, de habernos quedarnos en el estado 1)

P-Q -P= P12p21 p122p22
P21P22 Pao

pues el término pi; ha sido excluido. Continuando este razonamiento es facil com-
probar que para calcular qi?) tenemos que calcular el primer elemento de la matriz

P-Q-P-Q-P-QP=P"'.P, P=P-Q.

n — 1 veces

En notacién matricial, q%’f) = (P"1.P)y;. Desde el punto de vista del dlgebra lineal al
multiplicar () por un vector lo que estamos encontrando es la projeccién de cualquier
vector sobre el estado 2.

Ejercicio 1.7. Realiza el mismo estudio para el caso de la transicion A - B, es
decir con que probabilidad llegamos a B partiendo de A. En el caso de que dicha
probabilidad sea 1, estudia y si lo en un tiempo finito. ;Se puede deducir que gap =0
conocido que qaa = 17 Reproduce los resultados usando la matriz P y una matriz Q
adecuada.

Comentario 1.8. Como hemos visto P es la matriz de probabilidades de trasicion en
un paso, mientras que P" es la matriz de probabilidades de trasicion en n pasos. Por
tanto el problema de estudio de muchas propiedades de una cadena de Markov, y en
particular las propieades de retorno y el tiempo de retorno, se reducen al cdlculo de
las potencias n-ésimas de una matriz (que puede ser infinita), problema, en general
nada trivial.

1.4. La cadena infinita: la caminata del borracho

Recordemos el diagrama de la cadena doblemente infinita:

@

p p p p p p

S8 P

q q
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cuya matriz de probabilidades de transicién es

p+q=1. (1.5)

Esta claro que trabajar con matrices doblemente infinitas no es trivial, no obstante
dado que es una matriz tridiagonal se puede usar la teoria de operadores, lo cual
no haremos ya que en el caso que nos ocpupa es relativamente sencillo ver lo que
ocurre.

Imaginemos que salimos del bar inicial 0 y giramos a la derecha con probabilidad
p v a la izquierda con probabilidad ¢ siendo p + ¢ = 1. Queremos saber que proba-
bilidad tenemos de regresar al bar inicial. Es obvio que solo podemos regresar al
bar en un nimero par de pasos pues la probabilidad de permanecer en 0 es 0, luego
p(()?)n_l) = 0 para todo n > 1. Ahora bien, si hacemos 2n saltos, solo regresaremos si
n de ellos son saltos a la izquierda y n a la derecha. Luego hay (273) formas posibles

de regresar y por tanto la probabilidad de regresar en 2n pasos es

" = (Qn)p”q". (1.6)
n
Esta probabilidad es la probabilidad de retornar al bar en 2n pasos pero no necesa-
riamente la primera vez. Asi que la pregunta es jcomo calcular la probabilidad de
los primeros retornos?

Desde el punto de vista matrial podriamos usar el método descrito para el caso
de dos estados. Si P es la matriz de probabilidades de transicién (1.5), y sea II; el
proyector sobre el estado j (en nuestro caso el 0)

J
00000
00000
I, = 00100 ...|j
00000 .
00000 .
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Definimos @); = I -1I;, entonces

=Py, af) =[(®-Q)"" Py,
donde pg) es la probabilidad de pasar del estado i al j en n pasos y qz(]" )
probabilidad de pasar del estado ¢ al j por primera vez en n pasos.
Es obvio que calcular los valores de qu) mediante la multiplicacién es altamente
no trivial. Un método alternativo pasa por el uso de la técnica de las funciones
generatrices.

es la

1.5. La ecuacion de renuevo

Supongamos que tenemos una cadena de Markov (finita o infinita) y comenzamos
nuestro paseo en cierto estado inicial 7. Denotemos por p,, la probabilidad de retornar
a dicho estado en n pasos y por g, la propiedad de retornar por primera vez a ¢ en n
pasos. Es obvio que p,, > ¢, para todo n. Vamos a asumir que el proceso es de Markov,
lo que implica que dado cierto instante (paso) n el futuro (lo que ocurrird después
del paso n) es independiente del pasado (lo que ha ocurrido antes del paso n). En
estas condiciones existe una relacién muy sencilla entre las cantidades (p,,)n ¥ (¢n)n
definidas anteriormente.

Por comodidad asumiremos que pg = 1 (la probabilidad de regresar al estado de
partida en ningin paso es 1, pues ya estamos alli) y que ¢o = 0. Entonces

P1=¢1PotqP1=q1, P2=G2pPo+q1P1+ GoP2= G2+ qipP1,
—~— —— —~— —~
=1 =0 =1 =0

Pn = qnPo + Qn-1P1 + Qn-2P2 + -+ q1Pn-1 + 4oPn,

que podemos interpretar probabilisticamente de forma muy sencilla: la probabilidad
de regresar el n pasos es la suma de la probabilidad de regresar por primera vez
en n pasos ¢, mas la probabilidad de regresar por primera vez en n — 1 pasos ¢,_1
multiplicada por la probabilidad de regresar en un paso (no necesariamente por
primera vez) p; mas a probabilidad de regresar por primera vez en n — 2 pasos g,_o
multiplicada por la probabilidad de regresar en dos pasos (no necesariamente por
primera vez) po, etc.
Definamos las funciones (recordemos que pgy = 1)

p(2) =L+ prz+pez®+--= > puz", q(2) =qz+ @2+ =) gu2",

n>0 n>1

donde p, € (0,1), g, € (0,1). En esas condiciones tanto p como ¢ son funciones
analiticas en |z| <1y ademds ¢ converge en z = 1.
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Si multiplicamos p(z)q(z) es facil comprobar que

p(2)q(2) =q1z + (g2 + up1) 2 + (@3 + Qop1 + Qup2) 2> + -+
+ (Qn + Qn-1P1 + Qp-2pP2 + -+ + qlpn_l)zn + o

=p12+po? + 3+ P+ = p(2) - 1.

Luego, para las funciones p(z) y ¢(z) se tiene que

1
p(2)a(z)=p(z)-1 = q(z)=1-—=. (1.7)
p(2)
Definicién 1.9. Las funciones p(z) y q(z) anteriores se denominan funcion gene-
ratriz de los retornos y funcion generatriz de los primeros retornos, respectivamente.
La ecuacion (1.7) se denomina ecuacion de renuevo (renewal equation).

Esta claro que la probabilidad ¢;; de retorno al estado inicial sera

Gi=q+ @+ +qn+-=q(1). (1.8)

De lo anterior se sigue que nuestro estado inicial es recurrente si (1) = 1, o, equi-
valentemente, usando (1.7), p(1) = oo.

Ademas, si ¢(1) = 1 (estado recurrente) entonces podemos preguntarnos si es
positivamente recurrente, para ello calculamos el tiempo medio de retorno

Tii = ), NGn = qu+ 202+ gy + - = lim 1
n>1 S 2 S

a(=) —a() _ C"(;)%ll =q'(1-). (1.9)

Ejemplo 1.10. Sea nuestro ejemplo con dos estados definido por la matriz (1.2).
Usando (1.3) tenemos

pAA(Z): iﬁ+a(1_a_ﬁ)nzn

a+f ’

n=0

de donde comprobamos que paa(l) = oo (la serie es divergente para todos a, [ €
[0,1]) luego la ecuacion de renuevo nos da qaa(1) = 1. Obviamente la serie anterior
se puede sumar

Q . 15}
(a+B)(az+Bz-2z+1) (a+B)(1-2)

paa(z) =

luego
I (a+B-1)22+(1-a)z

paa(z) (B-1)z+1 ’

qaa(z)=1-
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de donde se sigue, nuevamente, que gaa(1l) =1 y ademds, para el tiempo esperado
de retorno tenemos

2082 a(f-1)522 ]:1+g
1-(1-8)z (1-(1-p)2)°

maa = lip daale) = Jip [1 o

5
Ejemplo 1.11. Veamos el caso de la caminata aleatoria infinita definida por la
matriz (1.5). En este caso sabemos la expresion d () (1.6), 1

5). presion de py,’ (1.6), luego

X (2n
poo(2) = >’ ( )p"q”z%.
n=0 n

La serie anterior es divergente en z =1, para ello basta usar la formula de Stirling
n! ~ \/2wne™™n". No obstante vamos a sumarla para dar una solucion completa al
problema del retorno al estado inicial. Para ello usaremos la identidad

) 2n
(o $ ()2
n=0 \ T 22”

luego
Poo(2) = 1— = qoo(2)=1-1-2/pqz?, (1.10)
de donde obtenemos
poo(l) = ——= = qu(l)=1-1-2/pq
1-+/4pq
Por tanto q(1) =1 si y sdlo si p=q=1/2. Ademds, en ese caso

; ; <
Too = lim ¢f(2) = lim = 00,
z—1-

1= /1_ 22

es decir, el proceso es recurrente pero no positivamente recurrente.

Ejercicio 1.12. Desarrollando en series la funcion generatriz de primeros retornos
qoo(2) obtenida en (1.10) obtener el nimero de caminos de longitud 2n de retornar

por primera vez al estado inicial y compararlo con el valor de p((]?)n) (1.6).

1.6. Polinomios ortogonales

Antes de continuar conviene hacer una breve revision de algunos conceptos de la
teoria de polinomios ortogonales en la recta real.
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Supongamos que « es cierta una funcién no decreciente en (a,b) (a(x) # const)
tal que si el intervalo (a,b) es no acotado, o sea si a = —oo, entonces lim a(x) > —oo
Tr—>—00

y si b = oo, entonces lim a(x) < oo. Diremos que una funcién f pertenece al espacio
LA [a,b] si fab |f(x)Pda(x) < oo. Nos interesard el caso p=2, i.e, f e L2[a,b].

Definiremos el producto escalar de dos funciones f y g pertenecientes a L2[a,b]
como la integral de Stieltjes-Lebesgue

(F.0)= [ F@)o(x)dalr). (111)

Para una funciéon « prefijada de antemano, la ortogonalidad respecto a la dis-
tribucién da vendréd definida por la relacion (f,g) = 0, y diremos que f y g son
ortogonales, o que, f es ortogonal a g respecto a la distribucién da. Si « es absolu-
tamente continua en el intervalo (a,b), el producto escalar (1.11) se puede reescribir
como la integral de Lebesgue:

(F.0)= [ F@o(p(ayds (112)

donde p es una funcién medible no negativa tal que 0 < fab p(x)dr < co. A la funcién
p se le denomina funcién peso.

Consideremos ahora el espacio vectorial L2(a,b). Definamos en este espacio el
producto escalar (1.11) y la norma de un vector mediante la expresion || f|| = \/{f, f)-
Si ||f]| = 0 diremos que f es el vector nulo. Si ||f|| = 1 diremos que f es un vector
normalizado. Si f no es nula entonces para cierto valor A # 0 el vector \f es un
vector normalizado.

Comentario 1.13. En general se puede considerar el producto escalar (1.11) con
respecto a una medidad normalizada o la unidad cuya forma general es

du(x) = p(z)dz + zk: mpd(x — 21, )dx + dpg.(z),

siendo el primer sumando la parte absolutamente continua y los dos restantes la parte
singular de la medida. Para ello la medida du(z) ha de estar soportada en un nimero
nfinito de puntos y deben existir todos los momentos pi, = fsuppdu xdu(x) < +oo.

Definicién 1.14. Dada una sucesion de polinomios (P,),, diremos que (P,), es
una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a la medida du(x) si se cumple
que:

1. P, es un polinomio de grado n,
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2. (P,,Pn) =0, m#n, para todos n,m=0,1,2, ...,
3. d2:=(P,,P,) >0, para todo n=0,1,2,... .

Nétese que en el caso du(x) = p(x)dzr, siendo p una funcién continua y no
negativa en todo R, la tercera condicién es inmediata.

Comentario 1.15. La tercera condicion de la definicion (1.14) corresponde al caso
definido positivo (los valores d2 son realmente normas), no obstante se puede trabajar
en el caso quasi-definido donde simplemente se necesita que d? + 0. Nosotros nos
restringiremos al caso definido positivo.

Definicién 1.16. Si una sucesion de polinomios cumple las condiciones de la defi-
nicion (1.14) la denotaremos mediante SPO. Diremos que la sucesion es ortonormal
si, para todo n, la norma d? =1, i.e., fsuppdupi(x)pj(x)du(x) = 0;5. Diremos que
la sucesion es una sucesion de polinomios ortogonales monicos (SPOM) si el coefi-
ciente principal a, de P,(x) = a,a™ + -+, es igual a uno, o sea, para todo n > 0,

P,(z) =am +byanl + .

Una de las principales caracteristicas de las SPO es que satisfacen una relacién
de recurrencia a tres términos (RRTT). Ello es una consecuencia inmediata de la
ortogonalidad.

Teorema 1.17. Sea (P,), una SPO con respecto a cierta medida du(x). Entonces
la SPO (P,), satisface una relacion de recurrencia a tres términos de la forma:

2P, () = ayPpi1 () + BnPo(x) + Vo Poo1(x), n=0,1,2,.... (1.13)

Generalmente se suele imponer que P_i(x) =0 y Py(x) =1, con lo que una SPO
queda determinada de forma tnica conocidas las sucesiones (an)n, (Bn)n Y (Yn)n-

En el caso particular cuando los polinomios son ortonormales la RRTT (1.13) se
transforma en

2P () = apprs1(x) + bppn () + ap_1pn-1(x), an, >0, n20, (1.14)
donde b, = B, ¥ n = \/Oni17n-
El reciproco también es cierto y se conoce como Teorema de Favard.

Teorema 1.18. Supongamos que una sucesion de polinomios monicos (Py,), satis-
face una relacion de recurrencia a tres términos de la forma:

$Pn($) :Pn+1($)+5npn($)+'7nPn—1(x)7 nx0,

con v, >0y BreR (k=0,1,2,...) y las condiciones iniciales P_1(x) =0 y Py(zx) = 1.
Entonces, dichos polinomios P, son ortonormales en L?*(u), siendo du(x) cierta
medida positiva sobre la recta real.
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Dado que los polinomios ortogonales quedan biunivocamente determinados salvo
un factor multiplicativo, el teorema de Favard es directamente extendible al caso de

RRTT del tipo (1.14).
Noétese que la RRTT (1.13) se puede escribir en forma matricial

P, (2) = JpPrn(z) + a, P (x)e,, (1.15)

donde P, (z) = [Py(z),...,P.(z)]T, e, =[0,0,...,0,1]7 € R**1 y J,,,; es la matriz
tridiagonal de orden n + 1

[0 ag 0 O 0 0
m B oo 0 0 0
0 7 B 0 0
Jn+1 =10 0 V3 63 0 0
0 0 0 0 . anl (7%}
[0 0 0 0 ... Bn ]

Una de las consecuencias de lo anterior es que si denotamos por {x,;}i<j<n a los
ceros del polinomio P,, entonces de (1.15) se sigue que cada z,; es un autovalor de
la matriz tridiagonal J, y que P,_1(z,;) := [Po(zn;),- -, Poo1(xn;)]T es el corres-
pondiente autovector.

Si tomamos «,, =1y 7, >0 para todo n = 1,2,... la sucesién de polinomios
monicos (P, )nso definida por la RRTT (1.13) aparece como los denominadores de
los aproximantes de Padé de la fraccién continua

1

7
z=fo- V2

T /Bl B Yn-1

R

x_ﬁn—l -

x_ﬁn_ .

Por otro lado, los numeradores de los aproximantes de Padé, que denotaremos por
(PY),.50, satisfacen una RRTT similar (desplazada en el indice n)

wPY () = P () + ot PV (@) + 70 PO (), n20,

n+1

con las condiciones iniciales P_(i) =0y PO(I) = 1. La fraccién continua anterior con-
verge a cierta funciéon F'(z;0) que es analitica en C \ supp(du(z)), i.e., se tiene el
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Teorema de Markov-Stieltjes

P(l) +o00
i P py e [T e supp(aua), (110

donde jip = [ du(x) es el primer momento de la medida du(z) y F is la funcién de
Stieltjes asociada a la medida du(x). De hecho, la medida du(z) se puede recuperar
a partir de la funcion de Stieltjes por la féormula de inversion de Stieltjes:

]_ xT
() = pu(y) = lim — f IF(t +ie, ) dt, (1.17)
e—>0* vis Yy

que en caso de que la medida sea absolutamente continua du(z) = w(x)dz se trans-
forma en

1
w(x) = eli%l ;3F(:z: + i€, 1),

y si hay un punto de masa entonces
A ,
p({x}) = 11%1 —€eJF(z+1ie, 1) > 0.
e—~>0% 77

Aqui se asume que du(x) estd normalizada de forma que

) _p(+0) + p(x - 0)
p(=00) =0, () = .

e Jz denota la parte imaginaria de z.
Nétese que tomando n — oo (con la métrica adecuada) en (1.15) tenemos, para

la SPO la ecuacién matricial

(B0 ap O 0 0 0 ]
M Bioar 0 0 0
0 Y2 52 Qo ... 0 0
P(ay=gp,  g=| 0 s A 0D (118)
0 0 0 0 ce 5n—1 Qp—1
00 0 0 ...~ B
donde P(x) = [Po(z),..., Pu(x),---]T y J es cierta matriz asociada con el operador

de Jacobi. De hecho, si trabajamos con sucesiones de polinomios ortonormales lo
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anterior se convierte en

po(w) bp ap 0 0 ... po(w)
() a b ag 0 ... ()
x pg( V=0 a by ay ... [|p(2)| <= zp(z)=Jp(z) (1.19)
PS( )

0 0 ag bg pg(l’)

donde p(x) = [po(x),...,pu(x),... ], y J es la matriz tridiagonal, real y simétrica
(comunmente denominada matriz de Jacobi)

bp ap 0 O
Qo b1 aq 0
J =|0 ay b2 (05}
0 0 (05} b3

1.7. Caminatas aleatorias y polinomios ortogonales

Vamos ahora a considerar la siguiente caminata aleatoria
3%/ A /N /N
cuya matriz P de probabilidades de transicion es

To Po 0 0 0

0
@ rnoppop 0 0 ...
P=|10 g ro po 0 0 ...|, ro+po=1, pi+q+r;=1, Vi>1, (1.20)
0

0 0 g3 7r3 ps3

y donde se asume que los p; v ¢; son todos distintos de cero.
Esté claro que la matriz anterior es similar a la matriz (1.18) anterior, por lo
tanto la teoria de polinomios ortogonales puede ser 1til para estudiar la caminata
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definida por (1.20). Definiendo la matriz
m 0 0 0 00

0 m 0 p 0 O . - -
=0 0 m 0 00 ...| - [P ;s5q (1.21)
00 . Ti-1 q;

0 0 0 ms

tenemos

To Qo 0 0
Gy T1 ar P
II-P- H_l ={0 ay To Qo
0 0 Qo9 T3 dsj

o O O

=J, @i =v/Pigi1>0, 120,

O O O O

donde J es una matriz de Jacobi (tridiagonal, real y simétrica) asociada a la corres-
pondiente sucesién de polinomios ortonormales (p;, ).

A partir de (1.19) podemos probar, usando induccién, que para los polinomios
ortonormales

z"p(z) = J"p(x), (1.22)
donde los elementos de la matriz J* se calculan por la férmula
Jij = f 2"pi(x)p;(x)du(x), i,j20, (1.23)
supp du

La férmula anterior se denomina férmula de Karling y McGregor.
Para probar formalmente la férmula de Karling y McGregor escribimos (1.22)
término a término:

a'pi(z) = Y Tpi(z) =) Iipi(x)
Jj=i-n j=0

donde, en la primera suma, se asume que p;(x) = 0 si j < 0. Multiplicando ambas
partes de la ecuacién anterior por p;(x)du(x) e integrando sobre el soporte de la
medida de ortogonalidad du(x) se obtiene el resultado. Conviene mencionar que
existe una prueba més estricta usando analisis funcional (ver e.g. [5]).

Dado que todos los elementos de la matriz P son positivos y menores que uno,
podemos definir un operador P:fl o Py = v-IP, asociado a IP que actia sobre
el espacio de Banach ¢! de las sucesiones (x,), tales que ¥, .q|x,| < +00. Dicho
operador es acotado en norma ¢! pues

Jo-Pl =1 vipss| < D0 D lvilpis = Y5 il Do pij = D wil - 1= |,

320 [i>0 32020 >0 520 i>0
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donde las sumas se intercambian al ser ambas series absolutamente convergentes.
Luego HI@’H < 1. Ahora bien, dado un operador acotado IP, es conocido que su espectro
o(P) € {z € C;|z| < |P|} entonces el espectro de nuestro operador esta contenido en el
circulo unidad. Por otro lado, el Teorema de Favard nos asegura que la familia de PO
asociada a J (y por tanto a IP) es ortogonal respecto a una medida du(z) soportada
en el recta real, luego para nuestra caminata aleatoria supp(du(x)) € [-1,1].

Como J estd muy relacionada con P (J = IT-P-II"!) podemos usarla para el
estudio de las propiedades de retorno de nuestra caminata aleatoria.
Sea f(x) una funcién analitica en el soporte supp p(x) de la medida du(x)

f(w) =) ena”

k>0
Entonces
.[supp “f(l’)pz(l’)p](x du(w) = supp d, H%Cﬂxnpi(x)pj(ﬁ)dﬂ(x)
) kzgcn [supp v pz(fﬂ)pj(x)du(x)
= Ll = (U0

Vamos a suponer que el soporte de du(x) es acotado (recordemos que en nuestro
caso supp(du(x)) € [-1,1]) v que z es lo suficientemente pequenio. Entonces

f@)=——,  zeCxsupp(du(x)),

es analitica en supp(du(x)) por lo que aplicando la férmula anterior obtenemos

—[uppd“ Mdﬂ(l‘) = (]I - ZJ)Z_jl

1-zz

Consideremos el caso especial i = j. En este caso

(e [ BB p ) ) G,

1-2z uppdp 1 — X2

donde dp;(x) se denomina medida espectral de la sucesién (p,),. Desarrollando en
serie la funcién (1 - zx)~! obtenemos

fs dpi(x) /S Z(Zx)nd/lz(l‘) ZNS)Z” = 7(2),

uppdp 1 — 2% upp d >0 n>0
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donde 1? son los momentos de orden n de la medida espectral dui(z) vy mi(2)
es la funcién generariz de los correspondientes momentos. Luego la funcién g(z) =
(I-2J);! es la funcién generatriz de los momentos fi;(z) de la medida espectral de
(pn)n v en el caso especial i = 0, el de la medida original du(x).

Veamos ahora las propiedades de retorno. Comenzamos con la funcion generatriz
de los retornos

pi(2) = Y pzn = STt = NI I T 2"

n>0 n>0 n>0

donde II es la matriz diagonal (1.21), luego

pi(z) =Y (IL-J"-TI71)2" = Y mllimy 2" = ez = (1 - 20)3 (1.24)

n>0 n>0 n>0
Pero usando la férmula de Karlin-Mcgregor (1.23) J% = 18 donde p&” son los mo-
mentos de orden n de la medida espectral de los polinomios ortonormales asociados
a J. Luego, teniendo en cuenta que el soporte de nuestra medida es [-1, 1], tenemos

pi(2) = Z /Lg)z" = [1 duz_(x) = 5i(2), (1.25)

30 1 1-2z

Recordemos que la propabilidad de retorno al estado i es p;(1) = s;(1) y por tanto,
la probabilidad de primeros retornos, segin la ecuacién de renuevo (1.7), es ¢(1) =
1-1/p(1). Asi el proceso serd recurrente si la funcién s;(1) = co.

Para decidir si el proceso es positivamente recurrente tenemos que calcular el
tiempo esperado de retorno (1.9)
q(z) -1 1 , 1

= lim

D L s v s Rl L G P o5 8 (1.26)

Si 7;; es finito, entonces el proceso serd positivamente recurrente o ergodico.

Este tultimo limite estd estrechamente relacionado con que la medida espectral
asociada a P tenga un punto de masa en x = 1.

Vamos a estudiar dicha conexién. Para ello conviene hacer notar que la funcion
si(z) obtenida en (1.25) es una funcién estrechamente relacionada con la funcién de
Stieltjes F'(z; u;) asociada a la matriz J. De hecho se tiene que para todo z # 0

si(2) =2 "F(z7 Y ), so(2)=-s(2)=2""F (27 p).

Notemos que la medida espectral du;(x) = p?(x)dp(z) tiene un punto de masa
en x =1 siy sélo si du(x) lo tiene. Dado que nos interesara el caso cuando z - 1,
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vamos mostrar como se puede recuperar el punto de masa de la medida en 2z =1 a
partir de la funcién de Stieltjes. Para ello descompongamos nuestra medida de la
siguiente forma

dp(x) = p({1})6(x - V)dx + dfi(x),

donde fi(x) es la medida que se obtiene al eliminar el punto de masa (si lo hay) en
x = 1. Entonces

p(1) | (L)

F(¢ )= C~[-1,1].
(C)/’l’) C—l 1 x-C’ ge \[ Y ]
Luego
Le-1
(DR =)+ [ | o= dn().
Ahora bien, para todo ¢ € (1,+00), ] 1| < 1, por tanto usando el teorema de la
convergencia dominada tenemos que (recordemos quez € [-1,1] y que ( e C\[-1,1])
L¢
I f Ii —d f 0dji() =
dm L dm fi(z) = fi(z)
Por tanto,

Jim (¢~ DF(G ) = ({1 (1.27)

Usando ahora la relacién s(z) = —z7'F(z7%; u), (1.27) y (1.26) obtenemos

Y 1 1

im .

=1 (1-2)si(2)  p({1})

Luego, si la medida de ortogonalidad de los correspondientes polinomios ortonorma-

les tiene una masa distinta de cero en x = 1, el proceso sera positivamente recurrente.
Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 1.19. Sea una caminata aleatoria con matriz de transicion de la forma
(1.20) y sea F(z;p;) la funcion de Stieltjes asociada a la correspondiente familia
de polinomios ortonormales (p,)n. Entonces el estado i de dicha caminata es recu-
rrente si F(1; 1) = —oo y positivamente recurrente si p;({1}) > 0, siendo la medida
dpi(x) = pi(z)?dp(x) la medida espectral asociada a la familia (pn), y du(x) la
medida de ortogonalidad de (pp)n-
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1.8.

Ejemplos

Comenzaremos con un simple ejercicio de dlgebra lineal elemental. Sea la matriz

por bloques

A B ) A Bl _[(A-BDC)" »
o p|s entonces |~ I = )
Usando (1.24) tenemos p(z) := poo(2) = (1 — 2J)g4- Sea
[ 79]ap 0 0 0 0 ... [ro]ago 0 0 0 0
aog | 1 aq 0 0 O Qo
J= 0la 7 ay 0 O 0 J(l)
0 0 as T3 as 0 0

Sea pM(2) = (I - 2JM)}, entonces usando (1.28) tenemos

1.8.1.

El primero corresponde a la matriz

En este caso p(z) = p(M)(z) luego (1.29) nos conduce a

1-+V1-4a222

Ejemplo 1

p(2)

p(z) = (1= roz - adz2pD(2)) ™.

Veamos dos ejemplos interesantes.

O O

O Q Ol

T 1-a222pD(2)

R O Q| O

- O Q OO

e O OO

O O OO

= p(2)=

2a? 72

Y

(1.28)

(1.29)

(1.30)

donde hemos escogido el signo menos para que p(z) sea analitica en z = 0.
Recuperemos la medida a partir de la funcién de Stieltjes F'(z;u) = —z7!p(z71)

mediante la férmula (1.17). Esté claro que al no tener polos la funcién de Stieltjes no

habra puntos de masa. Un cdlculo directo, para la parte de la medida absolutamente

continua nos da

y no hay parte singular.

dp(x) =w(x)dx = —

1 V4a? — x2

2a2

Y
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1.8.2. Ejemplo 2

El segundo ejemplo corresponde a la matriz

]
Il
O O Q|
O Q O|e
R O QO
O Q OO
R O OO
O O OO

Usando (1.29) y teniendo en cuenta que en este caso p(1)(z) es la funcién p(z) del
ejemplo anterior se obtiene

2
1-2b2 +vV1—-4a222

Consideremos el caso especial cuando a = /b(1-0), b € (0,1). Entonces se obtiene
una matriz de Jacobi que corresponde a la caminata aleatoria

p(z) =

(1.31)

/N/N/‘\

\/L/\/L/\/L/ b+c=1,0€(0,1).

En este caso (1.31) se convierte en

b

2
2) = : 1.32
p(2) 1-2bz+V1-4a222 ( )
luego, la ecuacién de renuevo nos da
1 1-v1-4a22?
q(z2)=1-—==bz+ :
p(2) 2
La funcién de Stieltjes es
1 2-2b—22+4b%> - 4b
F(zip) ===p(=) = 5.2 = (1.33)

2b z-1

1—\/m={ 1, b>1/2,

2 2b, b<1/2.

Calculamos

q(1) =bz+
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Para el tiempo medio, si b >1/2,

7_:dq(z) b 2(1-0)bz b

dz z=1 \/1_4(1_())62 z=1_2b_17
luego es positivamente recurrente si b > 1/2.

Ejercicio 1.20. Calcula, usando la funcion de Stieltjes (1.33), la medida de orto-
gonalidad y comprueba que tiene una masa en el cero si b>1/2.

1.9. El modelo de urnas de Ehrenfest

La mécanica estadistica estudia el comportamiento de sistemas con muchas
particulas mediante el uso, entre otras muchas otras herramientas, de la teoria de
las probabilidades.

Veamos un ejemplo. Imaginemos que tenemos una habitaciéon con un tabique y
todas las moléculas estdn en una esquina. ;Qué ocurre si quitamos en tabique? La
figura 1 nos muestra el resultado.

Figura 1: Izquierda: Gas concentrado en una esquina de la habitacion. Derecha: El
gas después de un tiempo se dispersa por toda la habitacion.

La mecanica estadistica tendria que dar como resultado que el proceso es rever-
sible, pues esta se basa en las leyes de Newton que son reversibles (podemos ir hacia
delante o hacia detras en el tiempo) pero la segunda ley de la termodindmica nos
dice que es irreversible. ;Cémo resolver esta aparente contradiccién?

Paul y Tatiana Ehrenfest propusieron en 1907 el siguiente modelo para explicar
el dicha contradiccién. Imaginemos que nos dan 2N bolas numeradas colocadas en
dos urnas, i en la urna de la izquierda y 2N —i en la de la derecha (ver figura 2
izquierda). Se elige al azar un nimero del 1 al 2N y la bola a la que le corresponde
ese numero se pasa a la otra urna. El estado del sistema queda fijado por el niimero
de bolas 7 en la urna de la izquierda.
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Qe @ O
© ©
1 @®® o

t=n t=n+1

Figura 2: El modelo de urnas de los Ehrenfest.

Si sale el numero 2, la bola 2 pasa de la urna izquierda a la urna derecha (ver
figura 2 derecha).

Es obvio que es méas probable que al elegir un nimero al azar, este corresponda
a una bola de la urna que tenga maés bolas, por lo que el estado de equilibrio seria
que en cada urna haya ~ N bolas. Pero, ;y si partimos del estado inicial 2N bolas
en la urna de la izquierda, que probabilidad hay de que regresemos a dicho estado
después de n pasos?

El proceso anterior se puede modelar mediante una cadena de Markov del tipo

b1 b2 b3 P4
41 q2 qs qa

Supongamos que en cierto momento estamos en el estado E; (i bolas en la urna
de la izquierda). Entonces el préximo estado en el que podemos estar es o bien el
E;_1 0 E;y1. Ademas la probabilidad de estar en dichos estados es k/2N y 1-k/2N,
respectivamente. Asi, la matriz de probabilidades de transicién serd

( 0 1
1 g 2N
2N 2N
2 2N-2
2N 2N
P= 0
S o
v 0

Para este caso resulta que existe una familia muy conocida de polinomios ortogonales
(en este caso finita) que nos permite resolver el problema de forma analitica.
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Vamos a considerar un caso particular de los polinomios de Kravchuk definidos
por (ver, por ejemplo, [1])

Ki(z) = (_2Nx,2), r=0,1,....,2N; i=0,1,...,2N,

donde 5 F} es la funcién hipergeométrica de Gauss

2~(ab ) Z(a)n b)nzn’ (a)p=ala+1)...(a+n-1), (a)=1.

7 nl(c)n

Estos satisfacen la propiedad de ortogonalidad
(QN)
v) (v, .
Z Ki(2)Kj(2) 5y~ = (_QN)i(Sij =d;oi; 0<14,j<2N,

=0

de donde se sigue la siguiente RRTT

;( Z)Kﬁl(x)--zm (2) + L Kl (@) = -2 Ki(z)

que, como ya hemos visto, podemos escribir en forma matricial

0 1 Ko(z) Ko(w)
w 0 By K () K (x)
2l O 2]2\[_152 Ky() T K ()
S -(1-3) ’
U
% O KQN(I‘)) KQN(Z')

siendo la matriz la misma que la de nuestra cadena de Markov. La férmula de Karlin-
McGregor nos conduce a (el coeficiente d; corresponde a la norma, necesario para
ortonormalizar a la familia K,)
2N
x

(Pn)ij=d]—.2§(1__) () I (0) A

2N
en-§- 3y

z=0

A partir de lo anterior tenemos
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luego la funcién generatriz poo(2) = p(z) se convierte en

(2]\7)
oo 2N N €T
= ]P)n n — .
p(2) ,;) 00 % ;)N(l—z)+:cz 22N

Es facil comprobar que p(1) = oo y por tanto la ecuacién de renuevo nos dice que
q(1) =1-1/p(1) =1, es decir el estado Ey (ninguna bola en la urna de la izquierda)
es recurrente.

Vamos a calcular ahora el tiempo medio de espera. Para ello usamos la férmula

(2 P
r=1 () P*(2)

Un célculo directo nos da

& oo (1)

q'(2) = ;} (N(1-z) +zz)2 22N

luego ¢'(1) = 22V, Es decir, el estado Ej es positivamente recurrente.

Ejercicio 1.21. Comprueba que cualquier estado E; (i bolas en la urna de la iz-
quierda) también es positivamente recurrente y el tiempo medio de espera es

22N

Resumiendo:

1. Con probabilidad 1 se volvemos a cualquier estado inicial ¢ del que hayamos
partido, luego cualquier estado es recurrente

2. El tiempo esperado (o medio) de retorno al estado ¢ dado es (en unidades de

tiempo)
22N (2N) (2N)!

2N
i

O sea, cualquier estado es positivamente recurrente.

?

(2N =)l
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Escojamos por ejemplo N = 1000 (dos mil bolas) y repitamos nuestro experimen-
to cada 7 = 107 segundos (una simulacién con un ordenador cuyo procesador tenga
una velocidad de 1GHz)

Si partimos del equilibrio i = N (mitad y mitad), el tiempo Ty esperado para que
el sistema regrese a él es de 5,6 x 108 segundos. Pero, si partimos de i =0 0 i = 2N
(todas en una urna), Ty » 3,6 x 1085 anos. Asi pues, aunque podamos regresar al
estado inicial el tiempo medio es desorbitado. Como dato interesante debemos decir
que si tenemos en cuenta que la edad del Universo se estima en 1,4 x 1010 anos, y
que la vida en la Tierra desaparecera en unos 5 x 109 afios podemos asegurar que no
ha ninguna posibilidad de ver regresar las 2000 moléculas a la misma esquina.
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2. Resolucion de modelos cuanticos

2.1. Breve introduccion historica

Uno de los problemas que los fisicos de finales del siglo XIX se planteaban era
icomo emiten la luz los cuerpos al calentarse? Para ello construyeron un modelo
que llamaron cuerpo negro. La idealizacion consistia en que el cuerpo negro tenia
que absorber —y por tanto emitir— ondas electromagnéticas en todo el espectro de
frecuencias. De hecho, era un hecho bien conocido a finales del XIX que la luz
wisible estaba constituidda por ondas electromagnéticas dentro de un cierto rango
de frecuencias.

El primero en establecer una ley empirica para la radiacion del cuerpo negro fue
Wien quien obtuvo la férmula aw3e #9/T o y B pardmetros experimentales, pero
ésta sélo correspondia a la parte ultravioleta —altas frecuencias, o equivalentemente,
longitudes de onda pequenas— del espectro y fallaba en la banda infrarroja —bajas
frecuencias, o equivalentemente, longitudes de onda grandes—. Por otro lado, dos
fisicos ingleses, Rayleigh y Jeans, dedujeron una férmula para la banda infrarroja
pero que no era compatible con la férmula de Wien que establecia que la densidad
por unidad de frecuencia de la radiacién era

w2
w(w,T) = %k‘T,
donde ¢ es la velocidad de la luz y k£ es la constante de Boltzmann. Nétese que
para frecuencias muy altas (zona de frecuencias ultravioletas) esta densidad es muy
grande lo cual estd en contradiccion con las mediciones experimentales de Wein.
Ademas, si calculamos la cantidad total de energia

U(T) = fo " w(w, T)dw (2.1)

obtenemos U(T') = oo, lo cual no tiene sentido. Esta fue la llamada catéstrofe ultra-
violeta.

El proximo paso lo dio Max Planck. Desde el punto de vista de la fisica clasi-
ca la deduccion de Rayleigh y Jeans era impecable, por tanto Planck asumio que
debia haber alguna “ley” importante sin descubrir. En octubre de 1900 Planck en-
contré empiricamente una férmula que describia perfectamente la ley experimental
para la radiacion del cuerpo negro. Dicha formula para la energia media de la onda

era la siguiente:
hw

ex (h—w)—1’
Pkt

(e) =
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donde h era cierta constante desconocida. Si hw/kT < 1, entonces la férmula de
Planck daba (g) ~ kT. Ademas, si hw/kT > 1, Planck recuperaba la férmula de
Wien.

Para explicar su formula Plank, rompiendo la concepcion clasica, lanza la idea de
que los “osciladores” que componen los atomos absorben o emiten luz no de forma
continua, como era habitual en la fisica clasica, sino mediante porciones aisladas
proporcionales a la frecuencia, es decir la energia se emitia o absorbia mediante
“quantas” de energia E = hw.

Debemos destacar que la féormula de Plank encajaba perfectamente en el engra-
naje de la fisica cldsica de principios del siglo XX. Incluso daba una explicacién a
la férmula para la densidad o luminosidad de la energia de radiacién U(T') = o4,
donde o es una constante conocida también como constante de Boltzmann para la
densidad o luminosidad de la energia de radiacién.

Anos después (en el ototio de 1911), Henri Poincaré prueba que que la distribu-
cioén

hw

hw 1’
exp ()
solo se podia obtener bajo la suposicion de que la energia esta cuantizada, es decir
desde el punto de vista matematico la féormula de Planck sélo puede ser deducida
bajo la suposicién de que la energia se emite y absorbe en porciones discretas de
energia algo que era totalmente distinto a la concepcién clésica del mundo que se
tenia hasta la fecha. Habia nacido la fisica cuantica.

Einstein retomando las ideas corpusculares sobre la luz —Newton ya habia desa-
rrollado una teoria corpuscular a finales del siglo XVII- considera la luz formada por
particulas de masa cero y energia hw: los fotones. Utilizando estas hipdtesis dio una
explicacién sencillisima al efecto fotoeléctrico que habia descubierto Hertz en 1887 y
que seguia sin tener una explicacion satisfactoria. Sus resultados los publicé en uno
de sus tres famosos articulos de 1905.

El préoximo paso en la historia lo dio el danés Niels Bohr. Para intentar explicar
las lineas espectrales del atomo de hidrogeno obligd al electron que se mantuviera
en ciertas orbitas permitidas (estables) y para pasar de una de estas 6rbitas a otra
este deberia “saltar” por encima de todas aquellas no permitidas. Dichas drbitas,
que Bohr considerd circulares, debian ser tales que

(e) =

= De todas las infinitas orbitas posibles s6lo son posibles aquellas en la que su
momento angular L = mor, siendo m la masa del electron, v, su velocidad y r
el radio de la dérbita, fuesen multiplos enteros de h, i.e. mrv = nh.
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= La energia que absorbe o emite un atomo al saltar un electron de una 6rbita
permitida a otra es igual a Aw, es decir para saltar de una 6rbita a otra el
atomo absorbe o emite un quanta de luz.

O sea, una mezcla de las ideas de Plank y Einstein, que curiosamente coincidian
espectacularmente con los datos experimentales. La conclusion era desconcertante:
la energia de un atomo de hidrégeno dejaba de ser una cantidad continua y se
covertia en un conjunto discreto de valores.

Antes de poder describir los fundamentos de la Mecanica Cuantica tenemos que
detenernos en un personaje singular: el francés Louis de Broglie. Si Einstein habia
recuperado la propiedad corpuscular para la luz, De Broglie postul6 la propiedad
ondulatoria para la materia.

La genialidad de De Broglie fue equiparar un electrén a una onda plana. Por
ejemplo, si tenemos un electrén de masa m y velocidad v, De Broglie postulé que el
momento (impulso) p del electrén era

B F hw h2m 27
p—mv—v— v TN
de esta forma De Broglie daba un significado fisico a las 6rbitas de Bohr: éstas eran
justo aquellas 6rbitas tales que el cociente entre su longitud y la longitud de onda
del electrén era un niimero entero, es decir era una analogia completa a las ondas
estacionarias sobre un anillo (circulo).

Estos, y otros muchos trabajos generaron un gran caos en la fisica clasica pues
eran incomprensibles para la mayoria de los cientificos.

Los primeros pasos para encontrar una explicacién satisfactoria los dieron, in-
dependientemente los fisicos Werner Heisenberg (mécanica matricial) por un lado y
Erwin Schrodinger (mecanica ondulatoria) por el otro. Aunque ambas formulaciones
resultaron equivalentes, fue la de Schrodinger la que se impuso por su sencillez.

La idea de Schrodinger era muy simple: Supongamos que tenemos una onda
U(x,t) asociada a un sistema cldsico cuya energia viene dada por la funcién de Ha-
milton, el Hamiltoniano, H(x,p), siendo z la coordenada y p el impulso. Entonces,
después de un “largo” proceso de prueba y error, Schrodinger postuld que la ecua-
cién para una onda W(z,t) debia ser, en el caso estacionario, es decir cuando no hay
dependencia del tiempo,

0

ox’

donde F era la energia del sistema asociado a la onda V. Es decir, en el caso cuando
tenemos un Hamiltoniano estandar,

H(xvﬁ)‘ll(xvt):E\Il(xat)7 ﬁ:_ih

p2
H(va) = % + V({E),
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siendo V() la funcién potencial (energia potencial), se tiene la ecuacién de diferen-
cial
B2 o2
———U+V(2)¥(x,t) = EV(x,t). (2.2)

2m Ox?

Una de las pruebas de fuego de su ecuacion fue el caso V() =0, es decir cuando se
tenia el movimiento de una particula libre. Si consideramos el caso unidimensional,
y hacemos V() = 0, la solucién debia ser una onda plana del tipo

2

U(x,t) = Acos(kz + wt), k= v

Si sustituimos este valor en la ecuacién de Schrodinger tenemos el valor

h2k2
- 2m

E

Y

que igualado con el valor de la energia cinética —recordemos que V' (z) = 0— nos da

que justamente era la féormula que habia postulado De Broglie.
Pero su mayor éxito estaba por llegar. Schrodinger decidié aplicar su ecuacion al
atomo de hidrégeno. Como en este caso el potencial era

2
V(r):—e?, r=va2+y?+22

obtuvo la ecuacion

2 2 2 2 2
_Qh_m (% + (9a_y2 + %) U(x,y,z) - %W(m, y,2z) = EV(x,y,z2). (2.3)
Schrodinger sabia como tratar este tipo de ecuaciones y la resolvié. En particular
Schrodinger obtuvo para los valores de la energia en el estado estacionario del &tomo
de hidrogeno la formula

me* 1

2h2 n?’
que era la misma que habia obtenido Bohr con su modelo atéomico.

La serie de trabajos que publicé Schrodinger en 1926, incluido la descripcion del

espectro del atomo de hidrégeno, calaron muy hondo en los fisicos de la época. En
apariencia se perdia la cualidad discreta del modelo de Bohr al aparecer nuevamente
las “ondas” continuas, en este caso la onda ¥. En problema ahora era ; qué significado

E, = (2.4)
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fisico tenia esta nueva funcion? El mismo Schrodinger intenté darle un significado a
la onda ¥ de su ecuacion pero no tuvo éxito en su intento.

Fue Max Born, colega y amigo de Heisenberg, quién rapidamente intuyé una
interpretaciéon plausible. Born aseguré que la funcién de onda ¥(x) daba la proba-
bilidad de que una particula fuese detectada en la posicién x y que dicha proba-
bilidad era proporcional a |¥(z)[?, es decir la Mecénica ondulatoria era una teorfa
estadistica incluso para describir una tnica particula.

Este trabajo publicado en julio de 1926, apenas un mes después del articulo
de Schrodinger sobre la ecuaciéon no estacionaria abrié una de las polémicas mas
grandes de la historia de la ciencia en los ultimos 100 anos: La fisica cuantica es,
por principio, no determinista. El mismo Born escribié al final de su articulo:

Aunque el problema del determinismo ha aparecido [...] yo mismo me
imclino a dejar a un lado el determinismo en el mundo de los dtomos.
Pero esto es una cuestion filoséfica para la cual los argumentos fisicos
no son concluyentes.

Ese mismo ano, Heisenberg descubre una de las consecuencias més importantes
y controvertidas de la Mecanica Cuéntica: el principio de incertidumbre.

Usando el formalismo ondulatorio, Heisenberg comprobé que debia existir un
principio de incertidumbre al medir ciertas cantidades fisicas como la posicién y
el momento. En 1926, Heisenberg consideré una onda “gaussiana” normalizada del
tipo

o _Gweg)® 9 _(@=2)?
W(w,0) = ¥t e, u)? = [T e,

es decir?

[R\I/(x,O)md:c:[R|\I/(:c,O)|2dx:1.

Si una particula venia descrita por dicha onda, entonces usando la idea de Born,
el valor medio para la posicion de la particula era

(:E)z/R\I/(x,O)xmzfo|\I/(x,O)|2d:E=m0,

y para la posicion, usando que el operador correspondiente al momento era p =

—ih—, tenemos
ox

0= [ 0(.0p¥(0) = po

2La operacién @ denota el complejo conjugado de a.
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es decir que nuestra particula tiene un momento pg y esta en la posicion xq. Si ahora
intentamos determinar con que precision estamos calculando los valores de estas dos
magnitudes tenemos que calcular las varianzas o, y o0,

2

e [V T =L e [V OG- TE 0 -

de forma que

h? ) h
00p = e 0, equivalentemente, Az Ap-= 3
con Ax = /o, y Ap = /0,. Es decir, no podemos nunca medir con una precisién

tan grande como se quiera las dos magnitudes Az y Ap. De hecho, resulta ser que

Ax Ap > —, es decir, Heisenberg descubrié justo la onda que minimizaba el principio

que lleva su nombre.

El principio de incertidumbre es un pilar de la Mecanica cuantica. Por ejemplo, es
el causante de que los electrones no caigan al niicleo pues en ese caso tanto p como x
valdrian cero. Otra consecuencia del principio de incertidumbre es la desaparicion del
concepto clésico de trayectoria. Pero jde donde sale esta incertidumbre que no existe
en la mecanica clasica? Desde el punto de vista fisico, este principio es consequencia
de la dualidad onda-particula. De hecho, el 1929 el fisico G.P. Thomson por un lado
y los fisicos C.J. Davisson y L.H. Germer por el otro, observaron de la difraccion de
electrones en dos experimentos independientes, lo que confirmé experimentalmente
la hipotesis de De Broglie.

Para terminar con esta breve introduccién historica conviene comentar que el
problema de la interpretacién de la Mecanica Cuantica termind en una “pelea”
abierta entre los que la defendian y la consideraban una teoria completa —Bohr,
Heisenberg, Born, Pauli, etc— y la que la consideraban incompleta —Schrodinger,
Einstein, etc—. Como ejemplo de esta polémica es representativa la carta que escribe
Einstein a Born el 7 de septiembre de 1944:

Nuestras expectativas cientificas nos han conducido a cada uno a las
antipodas del otro. Tu crees en un Dios que juega a los dados, y yo en
el valor unico de las leyes en un universo en el que cada cosa existe
objetivamente |[...]. El gran éxito de la teoria de los quanta desde sus
comienzos no puede hacerme creer en el cardcter fundamental de ese
Juego de dados [. .. ]. Algin dia se descubrird cual de estas dos actitudes
mstintivas es la buena.
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2.2. Las matematicas de la Mecanica Cuantica

Las matematicas de la Mecanica Cuantica estan estrechamente ligadas al pro-
blema de la interpretacién. La principal razén se debe a que una misma teoria
no puede contener dos tipos de postulados, principios o axiomas: los clasicos y los
cuanticos. Por tanto los principios de la fisica clasica deben obtenerse de los axiomas
de la Mecanica cuédntica al pasar al mundo macroscépico donde la fisica cldsica es
aplicable.

La construccion matematica impuso el “orden” en el aparente caos de la inter-
pretacién. Los principales axiomas o postulados de la Mecanica Cuantica se pueden
resumir en los siguientes:

[. Cualquier magnitud fisica se describe a través de un operador lineal “hermiti-
co” A definido sobre un espacio de Hilbert H, cuyos vectores ¥ definen los
posibles estados del sistema fisico.

II. Los valores f(a’) que puede tomar una magnitud fisica son aquellos que co-
rresponden al espectro del operador lineal hermitico A que caracteriza dicha
magnitud.

II1. La funcién de onda ¥ del sistema esta gobernada por la ecuacién de Schrodin-

— ov —
ger HU =1h——, donde H es el operador de Hamilton del sistema.

ot

IV. El valor esperado de una magnitud fisica x cualquiera de un sistema en el
estado ¥, es (U|z W), donde (:|-) representa el producto escalar en el espacio de
Hilbert.

Un espacio de Hilbert —que denotaremos aqui por H— es un espacio lineal donde
estd definido un producto escalar (a|b), cualesquiera sean los vectores a,b € H y que
es completo respecto a la norma |z inducida por el producto escalar?® |z| = \/(z|z).
Los operadores lineales definidos sobre ‘H se pueden representar mediante matrices
—finitas o infinitas— de forma que las matrices de Heisenberg, Born y Jordan se
pueden identificar como ciertos operadores lineales sobre H. Ademads, las funciones de
onda de Schrodinger pertenecen al espacio de Hilbert L2, el espacio de las funciones
de cuadrado integrable. Un operador A se dice hermitico si (alAb) = (Aalb). Una
propiedad fundamental de estos operadores hermiticos era que para ellos existia una
base ortonormal de autovectores y ademas los correspondientes autovalores eran
reales. En especial esta ultima propiedad era decisiva a la hora de identificar los
operadores con las magnitudes fisicas medibles, que son cantidades reales.

3Para el que usaremos la notacién de Dirac: el producto escalar de z e y se denotara por (z|y).
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Es decir, la matematica de la Mecanica Cuantica, es la matematica de los ope-
radores en los espacios de Hilbert. Parte de esa teoria era conocida a principios del
siglo XX pero gran parte de la misma se desarroll6 en Gotinga impulsada por Da-
vid Hilbert pero fundamentalmente desarrollada por John Von Neumann cuya obra
quedaria plasmada en el magnifico libro Fundamentos Matemdticos de la Mecdnica
Cudntica publicado en 1932.

En el caso que nos ocupa nos interesard estudiar la ecuacién de Shrodinger de
una particula material, por lo que resumiremos los postulados mas importantes en
el contexto de las funciones de cuadrado integrable.

Para més detalles se puede consultar [2, 10].

2.2.1. Los postulados de la Mecdnica Cudntica en L?

Postulado 2.1. FEl estado de una particula de masa m en el instante de tiempo t
viene biunivocamente determinado por la funcién de onda V(7 t). La densidad de

probabilidad de encontrar la particula en el instante t en la region del espacio de
volumen d>7 alrededor del punto 7 es d>P(7) = W (7, t)[2d3F.

Para que el postulado 2.1 tenga sentido debe ocurrir que para cada ¢ fijo

(7, t)Pd*F =1
[ ppd =1,

donde €2 es aquella regién accesible a la particula, es decir, la regiéon donde con certeza
absoluta puede estar la particula (en general dicha regién serd R3). Lo anterior indica
que, para cada t, la funcion W es de cuadrado integrable y estd normalizada a la
unidad. Al espacio vectorial de las funciones de cuadrado integrable lo denotaremos
por L2(2) o simplemente L2.

Para explicar los fendémenos de interferencia y difraccion de electrones que men-
cionamos en el apartado anterior se ha de introducir un segundo postulado funda-
mental.

Postulado 2.2. Para cada t el espacio de las funciones de estado es un subespacio
vectorial del espacio L*(S2). Es decir, para cada t, si Uy y Vs son funciones de onda,
entonces

Vaij,as e C, V=0V +ay¥s,,

es una posible funcion de onda, es decir, ¥ puede representar un posible estado del
sistema.*

4N6tese que si g = ap = 0, se tiene U = 0, es decir la particula no estd en ningin sitio. Aunque
formalmente estd es una posibilidad en la préctica se asume que ¥ # 0 en todo € (€ es la regién
donde podria estar la particula, luego en algiin punto de 2 la funcién ¥ ha de ser distinta de cero).
Si ¥; y W, estdn normalizadas a la unidad, entonces para que ¥ lo esté basta que |oy|* +|ag|? = 1.
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Lo anterior indica que, para cada t, cualquier combinacién lineal de funciones
es una (posible) funcién de onda. Ello implica ademds que la ecuacién de evolucién
que gobierne o determine las funciones de onda ha de ser lineal.

Postulado 2.3 (Ecuacién dindmica). La funcion de onda viene determinada por la
ecuacion de Schrodinger

8\11(7’ ov(7,t) h?
S = g AV V(D). (2.5)

donde A es el laplaciano® en R3, y V' es el potencial al que estd sometida la particula.

La ecuacién anterior se suele escribir de la forma

i 8\IJ(T t)

Y =HU(7,t), (2.6)

donde H es el operador correspondiente al hamiltoniano del sistema. En nuestro
caso esta claro que es

—~ A2 —~
H:=——A+V(F 1)L
2m

Antes de continuar debemos destacar que aqui sélo trataremos el caso cuando el
potencial V' es independiente del tiempo.

Veamos ahora como podemos resolver la ecuacién de Schrodinger (2.5) de forma
sencilla.

3. Resolviendo la ecuacién de Schrodinger: El méto-
do de Nikiforov-Uvarov

3.1. La ecuacion hipergeométrica generalizada

La ecuacién hipergeométrica generalizada es una ecuacion lineal de segundo or-
den de la forma ( ) )
u'’(z) + u'(z) + u(z) =0, (3.1)
a(2) Z)
siendo 7(z) un polinomio de grado a lo mas uno y o(z) y &(z) polinomios de grado
a lo mas dos.

H? H? ?
5En coordenadas cartesianas es A = — +

022 " 02 " 922
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Hagamos el cambio u(z) = ¢(2)y(2),
vy (420 TR () ¢RD FB)
v (255 )0 (55 o e Jre =0

El objetivo del cambio es convertir la ecuacién anterior en una mas sencilla —o por
lo menos menos complicada— que (3.1), asi que al menos debemos tener

0 TR () PR T()-Fe) ()
o(z) o(z) o(2) o(2) 25(2) o(2)’ (3.2)

siendo 7 un polinomio de grado a lo més uno y, por tanto, = polinomio de grado a
lo més uno. Lo anterior transforma nuestra ecuacién original (3.1) en la siguiente

7(2) a(2)

y'(2) + @y'('z) + 02(z)y(z) =0,

2

7(2) =7(2) + 27(2), (3.3)

0(z)=0(2) +m2(2) +m(2)[T(2) — o' (2)] + 7' (2)o(2).

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que sea proporcional
al propio o, es decir que 7(z) = Ao(z). Ello es posible pues 7 tiene dos coeficientes
indeterminados —los coeficientes del polinomio 7— y A es una constante a determinar,
lo que nos conduce a tres ecuaciones —al igualar los coeficientes de @ y o— con tres
incognitas. Hecho esto, nuestra ecuacion se transforma en la ecuaciéon hipergeométri-

ca
o(2)y" +7(2)y + Ay =0. (3.4)

Pasemos a calcular 7 y A. Como 7 = Ad(z), entonces
5(2) +72(2) + 1 (2)[F(2) - o' (2)] + 7 (2)0(2) = Ao (2),
0, equivalentemente,
m(2) + [7(2) - o' (2)]m(2) + {7(2) - [A - 7'(2)]o(2) } = 0.

Supongamos que k = A-7/(z) es conocido, entonces tenemos una ecuacién de segundo
orden para 7(z), luego

r(z) = ZELTE), \l (ZEZTE) o) o), (3.5)
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pero 7(z) ha de ser un polinomio de grado a lo sumo uno, por tanto el polinomio

T(z) = (%—m«))? “5(2) + ko (2) (3.6)

ha de ser un cuadrado perfecto, es decir su discriminante debe ser cero, lo que nos
conduce a una ecuacién para encontrar k. El k encontrado lo sustituimos en (3.5) y
obtenemos 7(z), el cual nos conduce directamente a A = 7/(z) + k.

Obviamente el método anterior da distintas soluciones en funcién del £ que es-
cojamos y del convenio de signos en (3.5).

3.2. La ecuacién diferencial hipergeométrica

Como hemos visto en el apartado anterior el estudio de la ecuacién (3.1) se puede
reducir al de la ecuacién hipergeométrica (3.4) por lo que nos centraremos en el
estudio de ésta tltima. Aqui nos restringiremos a estudiar las soluciones polinémicas
de (3.4). Para el caso general remitimos al lector a [6].

3.2.1. La propiedad de hipergeometricidad y la férmula de Rodrigues

Pasemos a continuacion a estudiar la ecuacién diferencial
o(x)y" +7(x)y’ + Ay =0, (3.7)

donde o y 7 son polinomios de grados a lo sumo 2 y 1, respectivamente.

La ecuacién (3.7) usualmente se denomina ecuacion diferencial hipergeométrica.
La razéon fundamental de esta denominacion estd en la denominada propiedad de
hipergeometricidad que consiste en que las soluciones y de la ecuacién (3.7) son tales
que sus m-ésimas derivadas y(™ := y,, satisfacen una ecuacién del mismo tipo. En
efecto, si derivamos (3.7) m veces obtenemos que y,, satisface una ecuacién de la

forma
O'(IL')ygL + Tm(x)y;n + UmYm = 07

Tm(x) =7(2) + mo'(z),

(3.8)
P = A+ izo /() =X +m7'(z) + m(m - 1)0”590) :

Es evidente que gradoT,, <1y que u,, es una constante. Ademas, toda solucion

de (3.8) es necesariamente de la forma y,, = y™) siendo y solucién de (3.7). La
demostracion es por induccién y la omitiremos.
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Vamos a intentar encontrar las soluciones polindmicas de (3.7). Para encontrarlas
comenzaremos escribiendo (3.7) y (3.8) en su forma simétrica o autoconjugada

[o(z)p(x)y']" + Ap(z)y = 0,

[0(2) P @)Y ] + M ()Y = 0, (3.9)

donde p y p,, son funciones de simetrizacién que satisfacen las ecuaciones diferen-
ciales de primer orden (conocidas como ecuaciones de Pearson)

[o(2)p(z)]" = 7(2)p(z),
[0(2)pm(7)] = T(2) piu ().

Si p es conocida entonces, utilizando las ecuaciones anteriores, obtenemos para p,,
la expresiéon

(3.10)

pn() = 0™ (2)p(a). (3.11)

Teorema 3.1. Las soluciones polinomicas de la ecuacion (3.8) se expresan mediante
la formula de Rodrigues

A, By, dvm
P () = LnmPn ; 12
(z) (@) dzmm [pn(2)], (3.12)
donde B,, = P,(Ln)/ATm y
n| m-1
A :Am(A)| [T[7 +i(n+k-1)0"]. (3.13)

A (n-m)! v
Ademdas, el autovalor ., de (3.8) es
fm = pm(An) = =(n=m)[7"+ L (n+m-1)c"]. (3.14)

Demostracién: Para demostrar el teorema vamos a escribir la ecuacién autoconju-
gada para las derivadas de la siguiente forma

1
P (T )Ym = —M—[Pmn(l‘)ymu]',
luego

~ Am dn—m
A, danm

o () (@], An = <—1>mﬁuk, do=1.
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Como estamos buscando soluciones polinémicas, y := P,, tenemos que P,E”) es una
constante; por tanto, para las derivadas de orden m, PTE’”), obtenemos la expresion

Ay B, drm
= o Lo (2)];

pm () dzm—m

B (x)

donde A4,,, = Am()\)|)\ NE B, = P,(L")/A,m. Como P{™ es una constante, de (3.8)

obtenemos que p, =0, luego, usando la expresion (3.8)
fn = Ap 07 () +n(n-1)0"(x)/2 =0,

deducimos que el valor de A, en (3.7) se expresa mediante la férmula®

-1
A=Ay = —n7' — %0 (3.15)

Sustituyendo (3.15) en (3.8) obtenemos el valor de fiym = fim ()
tnm = i (An) = —(n—m)[7"+ L(n+m-1)c"], (3.16)

de donde, usando que A, = An(A) = (=)™ 175" fink, deducimos el valor de la
constante A,,,. O

En la prueba hemos asumido que p,, #+ 0 para k=0,1,...,n—1. De la expresién
explicita (3.16) deducimos que para que ello ocurra es suficiente que 7/ + no” /2 + 0
para todo n = 0,1,2,.... Notese que esta condiciéon es equivalente a A, # 0 para
todo n € N. Ademas, de ella se deduce que 7}, # 0 para todo n € N. Esta condicién
se conoce como condicion de regularidad o de admisibilidad. Nétese ademas que
Lok = Ap — Ak, luego p,r # 0 para k=0,1,...,n—1 implica que A\, # A\ si n # k.

Cuando m = 0 la féormula (3.12) se convierte en la conocida férmula de Rodrigues
para los polinomios clasicos

Pu(z) - %%[an(x)p(ag)], n=0,1,2,... (3.17)

La férmula (3.15) determina los autovalores A, de (3.7) y es conocida como condicién
de hipergeometricidad.

6Usando la expresién (3.15) podemos obtener una expresién alternativa A,
1 Ak
(=1)m H?:O (nfzjy
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3.2.2. Ortogonalidad y relacién de recurrencia

Veamos ahora cémo a partir de las ecuaciones diferenciales simetrizadas (3.9)
podemos demostrar la ortogonalidad de las soluciones polinémicas respecto a la
funcion peso p.

Teorema 3.2. Supongamos que
b
xko(x)p(:v)| =0, para todo k > 0. (3.18)

Entonces las soluciones polinémicas P, de la ecuacion (3.7) constituyen una sucesion
de polinomios ortogonales (SPO) respecto a la funcion peso p definida por la ecuacion

[o(z)p(z)]) =71(x)p(x), o sea, se cumple que

fa " Po(2) P (2)p()dz = Syl (3.19)

donde 6, es el simbolo de Kronecker y d,, denota la norma de los polinomios P,.

Demostracién: Sean P, y P, dos de las soluciones polinémicas de (3.7). Partiremos
de las ecuaciones simetrizadas para P, y Py,

[o(2)p(x) P ()] + Anp(z) Fu(2) =0,
[o(2)p(x) Pl ()] + Amp() P () = 0.

Multiplicando la primera por P, y la segunda por P, restando ambas e integrando
en [a,b] obtenemos

(A= Am) fabpn(x)Pm(gj)p(x)dgj =
= fab([a(x)p(w)P&(x)]’Pn(x) - [U(I)p(a:)Pé(x)]’Pm(x))dx

= 0 ()p() [ Pa() Ph() - PUe) P ()]
= (@)W (), Pa(0)]]

Pero el Wronskiano W (P,, P,,) es un polinomio en x; por tanto, si imponemos la
condicién (3.18) obtendremos (A, # A,,) que los polinomios P, y P,, son ortogonales
respecto a la funcion peso p. Usualmente los valores de a y b se escogen de forma
que p sea positiva en el intervalo [a, b]. Una eleccién puede ser tomar a y b como las
raices de o(x) =0, si éstas existen. O
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De forma andloga, utilizando la ecuacién (3.9) para las derivadas vy := Pflk),
se puede demostrar que las k—ésimas derivadas de los polinomios hipergeométricos
también son ortogonales, es decir, que

b
[ PP ()PP (1) pu()die = 6. (3.20)

Finalmente, para calcular la norma d, de los polinomios podemos utilizar la
féormula de Rodrigues. En efecto, sustituyendo (3.17) en (3.19) tenemos

b dr
=B [ Pu(@) 70" (@)p(@)]de,
a dxm
de donde integrando por partes y usando que Pn(n) = nla,, concluimos que

d? = Bn(—l)"n!an—/aba"(m)p(x)dx. (3.21)

Teorema 3.3. Los polinomios ortogonales satisfacen una relacion de recurrencia a
tres términos de la forma

2P, () = ayPpi1 () + B Po(x) + Y Puo1(x), (3.22)
donde
n bn bn n — Yntn+ bn n— d2
Qpn = a 5 Bn:__ +17 /Yn:C A€ L ﬂn:a ! 2n7 (323)
Ap+1 Qp Qp+1 Qp-1 Ap-1 ap dn—l

donde a,, b, y ¢, son los coeficientes del desarrollo P,(x) = a,z™+b,x" t+c,an 2+
y d, es la norma de los polinomios.

Generalmente se impone que P_i(z) =0y Py(x) = 1, con lo que la sucesién de
polinomios ortogonales queda determinada de forma tnica conocidas las sucesiones
(an)n, (Br)n ¥ (Yn)n-

Demostracién: Utilizando que la sucesién (P, ), es una base del espacio de los poli-
nomios, tenemos que el polinomio =P, (z) de grado n + 1 se puede desarrollar en la
base (P,)n

(S ’ T)|xLp\x x)dx
mPn(x)=l;)anPk($), cnk:f“ Pu(@) [ 52( )] p(z)d '

Pero como el grado de xPy(x) es k + 1, entonces ¢, = 0 para todo 0 <k <n -1, de
donde se concluye que la SPO satisface una relacién (3.22). Ademas, los coeficientes
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Qs Br, ¥ Vn se expresan mediante las formulas:

7= [ P @P@p@)in, B =% [CoP @R @)l
(3.24)

Ay =

n+1

dQL_l ‘/a zP,(x)Py_1(z)p(x)dz.

Yn =
Para probar (3.23) basta sustituir la expresién P,(z) = a,z™ + ba™ !t + ¢,z 2 + -
en (3.22) e igualar las potencias ™!, x" y 2"~1. Finalmente como =P, 1 = ay,_1 P, +
ﬂn—lpn—l + ")/n—lpn—Za

V”Zd% f B) e Pes()]p(e)de = o f P2(z)p(x)dx,

de donde se sigue el resultado. [

Nétese que del resultado anterior se deduce que «, # 0 para todo nN u {0}
asf como que 7, # para todo € N. Ademas, si p(x) >0 en (a,b), entonces v, 17, >0
para todo n € N. Resulta que el reciproco también es cierto.

Teorema 3.4. Sea (3,)52 v (7n)52, dos sucesiones cualesquiera de niimeros reales
con v, > 0 para todo n € N y sea (P,)3, una sucesion de polinomios monicos
definidos mediante la relacion

P.(x) =(z - 5,)P.(x) =y Po(x), n=€eN, (3.25)

donde P, =0 y Py(x) = 1. Entonces, dichos polinomios P, son ortonormales para
cierta medida positiva sobre la recta real.

El teorema anterior se conoce como Teorema de Favard, aunque habia sido de-
mostrado antes por O. Perron (1929), A. Wintner (1929) y M. H. Stone (1932), J.
Sherman (1935) y I. P. Natanson (1935) indistintamente.

Una consecuencia inmediata de la RRTT es el siguiente teorema cuya prueba
dejamos como ejercicio al lector

Teorema 3.5. Si (P,), es una sucesion de polinomios ortogonales que satisface la
relacion de recurrencia a tres términos (3.22). Entonces se cumple que

Ker,(z,y) = zn:_Pm(x;fm(y) (;‘;L Pui(z) Py (y; 5n+1(y)P (1:)

m=0

n>1. (3.26)

Si hacemos tender y — x en la formula anterior obtenemos la férmula confluente
de Christoffel-Darboux:

Ker(:v T) = zn: b (x) %[wal(x)])n(x) - Poa(z)P(z)] nx1. (3.27)

m=0
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Una propiedad muy importante de los polinomios ortogonales esta relacionada
con los ceros de los mismos. Asi, se tiene el siguiente teorema fundamental cuya
demostracién omitiremos (ver e.g. [1]):

Teorema 3.6. Supongamos que p(x) es positiva en el interior del intervalo (a,b).
Entonces:

1. Todos los ceros de P, son reales, simples y estdn localizados en (a,b).

2. Dos polinomios consecutivos P, y P,,1 no pueden tener ningin cero en comin.

3. Denotemos por x, ; a los ceros del polinomio P,, (consideraremos en adelante
que Tp 1 < Tpg <+ < Tpy). Entonces:

Tn+1,j < Tnj < Tp+l,j+1,
es decir, los ceros de P, y P,,1 entrelazan unos con otros.

Calculemos ahora la relacién de recurrencia (3.22) a tres que satisfacen los polino-
mios clasicos. Para calcular los coeficientes usando las expresiones de (3.23) tenemos
antes que encontrar una expresion general para los coeficientes principales a,, y b,
del polinomio FP,,.

Para calcular a,, usamos que, por un lado Pé")(x) =nla, y por el otro, utilizando
la férmula de Rodrigues (3.12) P,En)(x) = B, A, por tanto,

_ BnAnn

n!

an

n-1
=B, [[[7 +i(n+k-1)0"]. (3.28)
k=0

Para calcular b,, utilizaremos la férmula de Rodrigues para la n — 1-ésima derivada
de P,: Pr(bn_l)(x) = Apn-1Bnmn-1(z), de donde obtenemos la igualdad

Pén_l)(:ic) =nla,x + (n—-1)b, = Appo1 B Tie1 ().

Luego,
n-1(0
by = m—l() . (3.29)
T,
n—-1
Obsérvese que, al ser 7 # 0, b, esta definido para cualquier n.

Usando las expresiones (3.23) asi como (3.29) deducimos

an Bn 7—/+(n_1)%” Bn )\n 2n 2n+1
Ay = = 17 TN -
a1 Boon (77 + 2n-1)G) (7' +(2n)% )  Basi 1 A2n Aopsa
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5, = nTn:l(O) _(n+ 1)7‘n(0)‘

!
Tnf 1 Tn

Vamos a dar una expresion alternativa para -, sin usar la norma de los polino-
mios. Para ello igualamos los coeficientes de 2”72 en la ecuacién diferencial (3.7).
Ello nos conduce a la expresion

_(n=D[7(0) + (n=2)0"(0)]b, + n(n - 1)o(0)ay
(n=2)[7"+(n-3)%]+\,

_ _n(n-1)[13-2(0)7-1(0) + 0(0)7,_,] .
T (An = Ano2) .

n

(3.30)

Luego nos resta sustituir la expresiéon anterior en la férmula” (3.24)

Cp — OpCpyl _ bn

Tn =

3.2.3. Consecuencias de la férmula de Rodrigues

La primera consecuencia inmediata de la formula de Rodrigues es que 7(x) debe
ser necesariamente un polinomio de grado exactamente uno. En efecto, si calculamos
el polinomio de grado 1 utilizando la férmula de Rodrigues (3.17) obtenemos

B
p(z)

y por tanto 7 es un polinomio de grado exactamente uno. Nétese que esta féormula
es equivalente a la férmula de Pearson (3.10).

Pi(x) = [o(z)p(x)]" = Bi7(x), (3.31)

Si escribimos la férmula de Rodrigues (3.12) para las derivadas® P,ET%

tenemos

conn=1

(m) (e :Am+1m x '=—Am+1m o(x )| = Tm (T
P () o) [P ()] pm(x)[ (@)pm(2)]" = Api1mTm(2),

es decir, 7, es de grado exactamente uno (pues los polinomios P,(LTTZL son ortogonales).

Por tanto 7/, # 0 para todos m € N lo cual es la condicién de regularidad (existencia
de la SPO) que ya mencionamos.

24

"Recordar que P, () = apz™ + b,z + cpz™
8Hemos usado P,ETW)T en vez de Pﬁm) pues estos son polinomios de grado exactamente n en x
mientras que los ultimos no. Obviamente ellos también son solucién de la ecuacién (3.8) y satisfacen

la férmula de Rodrigues (3.12) cambiando n por n +m.
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Tomemos ahora m =1 en la férmula (3.12). Realizando unos célculos directos
deducimos que

oy AuBa A AB,
Pia) = o ()] = S o ()]
Luego .
Py (x) = _—L_I”Pn_l(x), (3.32)

donde P,_; denota al polinomio ortogonal respecto a la funcién peso p; () = o(z)p(z).
O sea, si P, es ortogonal P!(x) también lo sera.

Si escribimos la férmula de Rodrigues (3.12) para el polinomio de grado n + 1,
utilizando la ecuacién de Pearson [o(x)p,(x)]" = Tn(x)pn(z) vemos que

Bna dnt n+1 B d

n n—1
_ Bun [Tn(:c)—d pn(2) +nT7’L—d 'O"(x)]
p(x) dx" dxn1

Pn+1(l’) =

-\B, d"lp,(x)

o(x)p(x) dxm !
renciacion, cominmente denominada caracterizacion de Al-Salam & Chihara,

Utilizando ahora que P, (x) = , obtenemos la féormula de dife-

An B,
()P (z) = [Tn(a:)P (1) - = +1Pn+1(x)], (3.33)
o0, equivalentemente,
[/\—]I a(a:)D]P (z) = )\ ozn P (). (3.34)
nt!
Sustituyendo (3.22) en (3.34) obtenemos
An +ﬁ(x Bn|l+0(z)D|P,(x) = (). (3.35)
nTrlL m n '771 n-1 .

Si ahora en la férmula (3.33) desarrollamos 7, y utilizamos la relacién de re-
currencia (3.22) para descomponer los sumandos de la forma z P, obtenemos el
siguiente teorema
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Teorema 3.7. Los polinomios ortogonales P,(x), soluciones de la ecuacion (3.7),
satisfacen la siguiente relacion de estructura

U(I)PA(I) = &npnﬂ(w) + gnpn(x) +”7nPn—1(x)7 n >0, (3.36)
donde
~ )\n / Bn o )\n / ~ _)‘n’}/n
o nt, [anTn Bml]7 P = nt, ot (0] 5 = n *0. (3.37)

Las expresiones (3.37) anteriores para los coeficientes de la relacién de estructura
pueden reescribirse usando las férmulas explicitas para los coeficientes de la relaciéon
de recurrencia de la siguiente forma

" 1 >\n )\n ~ /\n n
Fn=nTan,  Bu= = [r(0)0” - 70" (0)] = "2 7 (Ba), A= S (3.38)
2 T 1 nr} n

Finalmente enunciaremos un teorema de gran importancia en lo que sigue.

Teorema 3.8. Los polinomios de tipo hipergeométricos (clasicos) p,(x) son las
unicas soluciones de la ecuacion hipergeométrica o(2)y" + 7(2)y’ + Ay = 0, tales
que las funciones ¥, (x) = \/p(x)pn(x), donde p(x) es la funcion peso con respecto
a la cual los p, son ortogonales, son acotadas y de cuadrado integrable en (a,b),
siendo (a,b) el soporte de la funcion peso.

Comentario 3.9. Si queremos que la funcion peso sea positiva e integrable en el
interior del intervalo de ortogonalidad y suponemos que o(x) >0 en dicho intervalo
se puede comprobar que el polinomio T ha de cumplir dos propiedades importantes:

1. En primer lugar la derivada de T ha de ser negativa. Esto es particularmente
importante en los casos cuando o =1 y o = x, que corresponden a intervalos
de ortogonalidad no acotados —véase el proximo apartado—,

2. 7 ha de anularse en el interior del intervalo de ortogonalidad. Ello es conse-
cuencia de (3.31) y del teorema 3.6 que asequra que Py ha de anularse en el
intertor del intervalo de ortogonalidad.

3.2.4. Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

Parametros principales

Comenzaremos escribiendo los principales parametros de las sucesiones de poli-
nomios ortogonales ménicos clasicos (SPOMC). Como ya hemos visto los polinomios
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ortogonales en la recta real, solucién de una ecuacién del tipo (3.7), se pueden cla-
sificar en tres grandes familias en funcién del grado del polinomio o (7 siempre es
un polinomio de grado 1). Cuando ¢ es un polinomio de grado cero los polinomios
correspondientes se denominan polinomios de Hermite H,(x), cuando o es de grado
1, polinomios de Laguerre L%(x) y cuando o es de grado 2 con dos raices simples, po-
linomios de Jacobi P™" (z), respectivamente. En las tablas 1 y 2 estdn representados
los principales pardmetros de dichas familias, en las cuales (a),, denota al simbolo
simbolo de Pochhammer

()o=1, (@p=ala+1)---(a+k-1), k=1,2,3,... . (3.39)

Para los polinomios ¢ se han escogido las llamadas formas candnicas.

Cuadro 1: Clasificacion de las SPO Clasicas.

Fu() | Hu(o) | Li() PO (x)
o(x) 1 x 1— g2
(z) | 2z | -z+a+1| —(a+f+2)z+B-«
An 2n n n(n+a+p+1)
p(z) || e’ e (1-2)o(1 + 2)?
a>-1 a, B> -1
pu(@) | e grree® | (1—a)v (1 +x)mh

Representaciéon hipergeométrica

De la férmula de Rodrigues? (3.12) se puede obtener la representaciéon de los
polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi en términos de la funciéon hipergeométrica
de Gauss o[ definida en el caso mas general de forma

p [ 01020 |\ & (an)k(ag)k(ap)k ¥
PRI\ by, bg, ..., by = (b1) k(b)) (b)) K!
9Para ello basta usar la regla de Leibnitz para calcular la n-ésima derivada de un producto

(f- g)(") = Z}Lopgnkf(k) - g *)_ Otra posibilidad es usar series de potencias y el método de
coeficientes indeterminados de Euler (ver e.g. [3, 8]).

(3.40)




Cuadro 2: Pardmetros de las SPO Monicas (a, = 1).

Pu(x) | Hu(z) Lg(x) PP ()
(-1)" . (-1)"
Ba 2" (-1 (n+a+B+1),
n(a - B)
by, 0 -n(n+ «) miath

20+B+2n+ 1 11 (n4a+1)[(n+B+1)

d? niym I'n+a+1)n!

2n I(n+a+B+1)(2n+a+B+1)(n+a+S+1)2

Ay, 1 1 1
52_02

Bn 0 n+a+l (2n+a+8)(2n+2+a+p)

n dn(n+a) (n+B) (n+a+p)
In 2 n(n + a) (2n+a+8-1)(2n+a+B)2(2n+a+B+1)
Oln, 0 0 -n
B 0 . 2(a-B)n(n+a+5+1)

" Cn+a+B8)2n+2+a+p)

- " n(n+a) dIn(n+a)(n+B)(n+a+pB)(n+a+p+1)

2n+a+B-1)2n+a+8)22n+a+p+1)

De esta manera encontramos que

(_1)m(%) 1F1( _1” JJQ), n=2m
Hy () = 5 " i (3.41)
(—1)m(§) 901F1( B :EQ), n=2m+1
Ly (x) (_1)?(‘27:1(;+1)1 1( a_-?l I), (3.42)

2"(a+1) -n,n+a+f+1|1-x
pob - "__LF ’ — . :
() (n+a+ﬁ+1)n2 1( a+1 ‘ 5 ) (3.43)
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Como consecuencia de las formulas anteriores podemos obtener los valores de los
polinomios en los extremos del intervalo de ortogonalidad. Estos valores pueden ser
obtenidos también a partir de la férmula de Rodrigues (3.12) aplicando la regla de
Leibniz para calcular la n-ésima derivada de un producto de funciones.

Comemy N
H0)=y 2™ )= & )F(Ezn:lc; =)

0, n=2m+1 (3.44)
PoA(1) = 2r(a+ Dn PB(-1) = (-Dr2"(B+1),

(n+a+p+1),’ (n+a+p+1),"

Casos particulares
1. Los polinomios de Legendre P,(z) = PY%(z).

2. Los polinomios de Chebyshev de primera especie T,,(x)

-

To(z)=P,%*

N\»—‘

(z) = % cos[narccos(z)].

3. Los polinomios de Chebyshev de segunda especie U, (x)

1 sen[(n+ 1) arccos(z)]

Un(z) = Pn%é(x) T on sen[arc cos(x)]

11
4. Los polinomios de Gegenbauer G)(z) = Py (z), A\>-

Utilizando la férmula (3.32) se obtienen las ecuaciones (v =1,2,3,...,n =0,1,2,...):

n!

(n-v)!

(Hpn(2))") = H, ,(z), (3.45)

(Ly(2)™) = Lo (), (3.46)

(n )
(PS’B(x))(”)=(—'),PST (1), (3.47)

donde (P,(z))®) denota la v—ésima derivada de P,(z).
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3.3. Resoluciéon de la ecuaciéon de Schrodinger

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos de cémo se usa el método de Nikiforov
y Uvarov para resolver algunas ecuaciones de la Mecanica cuantica.
3.3.1. El oscilador armoénico cuantico unidimensional

Como ejemplo apliquemos la técnica anterior al caso del oscilador arménico
cuantico.
Partimos de la ecuacion de Schrédinger para el oscilador armoénico

h? 1
—— V" () + =mw?z?V(x) = BY(x), reR.
2m 2

Haciendo el cambio z = zo&, xo = \/h/(mw), E = hwe/2, se transforma en la ecuacién
() + (e =€) W(E) =0,

que obviamente es del tipo (3.1) con 7(£) =0, 0(&) =1y 5(§) = € - 2. Para 7(¢),

(3.5) nos da
m(§) = £/ + (k-¢).

Como el polinomio &2 + (k —¢) ha de ser un cuadrado perfecto, entonces k = ¢ y, por
tanto, w(§) = £&, luego

m(§) =&, m(£) =1, A=e+l,  7(£) =2
71-(é“) ==¢, 7TJ(f) =-1, A=e-1, 7—(6) = -2¢,

que nos conducen a las ecuaciones

y' (&) +28y'(§) + e+ Dy(€) =0, y"(§) - 2¢y'(§) + (e - D)y(£) = 0,

respectivamente. En cada caso la funcién ¢(€) es la solucién de las ecuaciones ¢'/¢ =
&y @'p ==&, que conducen a las funciones

G€) =2y (&)=

respectivamente. Finalmente, la ecuacion y”(€)-28y' (&) +(e—1)y(§) = 0 corresponde
a la ecuacion hipergeométrica de los polinomios de Hermite, por tanto tenemos
e—1=2n,n=0,1,2,... y las soluciones normalizadas de nuestra ecuacion original
seran

V(€)= Nye €PH,(6), e=2n+1, n=0,1,2,.... (3.48)
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Para calcular N,, notamos que

[ 0T [T et ik, @Y

Entonces de la condicion de normalizacion

1= [ w@Pdr =z [T w©UEE,

o0 -

2n
luego Ny, =y [ ———, 20 =\/h .
uego ot 0 /(mw)

Es facil ver que la otra ecuacion tiene como soluciones los polinomios H,(-¢),
por lo que sus soluciones W (&) = e€*/2H,(~€) no son de cuadrado integrable en R,
y por tanto no tienen sentido fisico (esto se podia predecir si tenemos en cuenta la
nota 3.9 del apartado anterior). De esta forma las tnicas soluciones estacionarias
del oscilador arménico son las funciones (3.48) anteriores.

Asfi pues, a diferencia del oscilador clasico, el oscilador cudntico tiene una energia

discreta definida por la expresién FE,, = hw(n +1/2), n =0,1,2,... correspondiente
al estado
U(x) = 2—n6_%(%)2]in (ﬁ) , n=0,1,2,..., z9=\/h/(mw).
xo\/TN! T

Finalmente, mencionemos que las autofunciones del oscilador definen una base
ortogonal completa en el espacio de las funciones de cuadrado integrable y por tanto
las podemos usar para desarrollar en la misma cualquier funcién de este espacio.

3.3.2. La ecuacion de Schrodinger en un potencial central

Partiremos de la ecuacion de Schrodinger estacionaria para el &tomo de hidrégeno
en coordenadas esféricas!®

‘%M’(chf’) +V(r)¥(r,0,¢) = EV(r,0,¢), (3.49)

donde m es la masa del electrén (que se supone despreciable respecto a la masa del
nicleo), ¢ € [0,27), 6 € [0, 7], y el laplaciano en coordenadas esféricas tiene la forma

19 (,0\ 1( 1 0 0 1 o2
A—a—(a—)—(m(%)—e%) (3.50)

10A] ser el potencial de interaccién V (r) un potencial central, i.e., sélo depende del radio, es mas
sencillo resolver la ecuacién en coordenadas esféricas r, 0, ¢.
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o bien

A:AT+%A<,
r
donde
18( a) R 18(sen6’£) 1>
"r2or U or <" senf 0 90)  sen? 6 O¢>

denotan a los laplacianos radial y angular respectivamente.
Por simplicidad vamos a reescribir la ecuacion anterior en la forma

! A{]\I!(r,é’,qﬁ) e —o(M)]U(r,0,0) = 0, (3.51)

[AT +—
2
donde v(r) =2m/h2V (r) y € = -2m/h?E.
Separando las variables W(r,0,¢) = F(r)Y (0, ¢) obtenemos las ecuaciones

A Y(0,¢)+pY(0,0) =0,
AF(r) + [5 —o(r) - %] F(r) =0, (3.52)

donde p es cierta constante a determinar.
Noétese ademas que la condicién de normalizacién

oo 27 T
f f f W (r, 0, $)[2r? sen §d0dedr = 1,
0 0 0
se transforma en

/0% /Ow Y (6, ¢)senfdfdp =1y /0°° F(r)2r2dr = 1. (3.53)

3.3.3. Resolviendo la parte radial de la ecuacion de Schrodinger

De los resultados del apartado anterior se sigue que (3.52) se transforma en

A E () + [ 00) - P P =

Para resolver esta ecuacién hacemos el cambio! F(r) = R(r)/r que nos conduce a
la ecuacién

I(l+1
R'(r) + [g o(ry - L )]R( ) =0, (3.54)
donde ahora la primera de las condiciones de contorno (3.53) se transforma en
[ RGP =1
0

La ecuacion (3.54) serd nuestro punto de partida para resolver un caso de extrema
importancia: el &tomo de hidrégeno.

"Ta razén fundamental es que T%% (r2 aFa(Tr)) [TF(T)]
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3.3.4. El atomo de hidroégeno
Puesto que para el atomo de hidrégeno V(r) = —a/r, (3.54) tiene la forma

R"(r) + [Qh_? (E + %) - l(l; 1)] R(r) =0.

Haciendo el cambio ¢ = r/ag, donde ag = h?/(ma), y € = agE/a, la ecuacién anterior
se transforma en la ecuacién adimensional

R"(¢) + [2 (g N %) - l(l; D) ] R(C) =0.

Esta ecuacién es del tipo (3.1) con

o(()=¢ () =2 +2(-1(1+1), F(()=0.

Por tanto, tenemos

W(C)=%i\/i—28C2—2T+l(Z+1)+/{?<.

Como Y(¢) = 1/4-2eC?>-2r +1(l+1) + k¢ a de ser un cuadrado perfecto (en la
variable (), tenemos que k = 2++/-2¢(20+1), luego para 7w(() tenemos las siguientes
cuatro opciones

7T(€)=%+\/—_26<i(l+%), ﬂg):%—\/—_%gi(ué).

Como 7(¢) = 27(¢), tenemos, usando la nota 3.9 que 7/ < 0, luego 7’ < 0 de donde
eliminamos las dos primeras. De las dos posibilidades restantes para el polinomio
7(¢) seleccionamos, siguiendo nuevamente la nota 3.9, la que conduce a una funcién
T que se anule para algin ¢ > 0, es decir

7(¢) = —V=2eC + (1 +1).

Dicha solucién corresponde a k =2—+/-2¢(20+ 1), luego —la otra posibilidad, como
se puede comprobar, conduce a una funcién no integrable en (0, +o00)—

T(Q)=2(+1-vV-2e¢) = A=k+'(¢)=2(1-(l+1)V-2e).
Usando (3.2) tenemos
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Entonces la solucién de nuestra ecuacién es del tipo R(¢) = (*le=V=25¢y((), siendo
y la solucién de la ecuacién

Cy"(€) +[2(1+1) = v=2eC]y'(€) + Ay(¢) = 0.
El cambio lineal z = 21/-2¢( nos transforma la ecuacién anterior en la ecuacion

A
2/—2¢

que corresponde a los polinomios de Laguerre L2*1 (). Ademds, como ) =n, enton-
ces A = 2n\/—2¢. Por otro lado, A = k + 7/((), luego

ay(2) +[(20+1) + 1 - 2]y’ (x) + Ay(x) = 0, X=

1
L 1=0,1,2,...
€= eni 2(n+1+1)2 "
Asi, fijados ny [, n,1=0,1,2,... la solucién es

Rnl(C) — Nn’lxl+le—$/2Lil+l(x)7 T = 2 /_267%[4-,

con N, ; tal que

o] [e) 1 o
f R2(r)dr=1 =— aq [ R2(Q)dC=1 =—> M f R ,(z)dz = 1.

0 0 0
Ahora bien,
[ R @)de = N2 [ a2 @) e = N2 [ pa)a(12 @) de
= N7 Bud? = N2 2(n+ 1+ 1)n!T (n + 20 + 2),

donde hemos usado la relacién de recurrencia (3.22) para el producto x L2+!(x) y
luego la ortogonalidad. Por tanto

N - 1
"\ ag(n+ 1+ 120l (n+ 20+ 1)

Entonces teniendo en cuenta que la parte radial es F'(r) = R(r)/r, las autofunciones
de la ecuacién de Schrodinger para el atomo de hidrégeno (3.49) tienen la forma

21’16_3:/2

ap(n +1+1)2\/agn!(n + 20 + 1)!

\I/n7l7m(’l“,9,¢) = L?;,Hl(x)%m(eagb)? nal = 071727'-'
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2r

donde z = o(n+r1)”

tanto

ag = h?/(ma) y sus correspondientes autoenergias F son por

ma? 1 ma? 1
B, =- - =12,
TR (ne el 2Rz "

que, teniendo en cuenta que « = €2, nos conduce a la misma expresién'? de Bohr

(2.4).

Ejercicio 3.10. Sea la ecuacion de Schrodinger estacionaria unidimensional

hz Us
- 2
2m cosh”(ax)

U=FEV¥, zeR,

con 2 <0. Hacer el cambio s =tanhx y obtener la EDO

%5 L 22(1-5)- 5
1-52 (1-s2)2 7

2mE 2 2mU0
" h2a?’ v h2a2’

\I]” - ﬁ2 = Y5 6 > 0.
Resuelve la EDO anterior y calcula las soluciones estacionarias de la ecuacion. El
potencial anterior se conoce como potencial de Posch-Teller y modeliza la interaccion

molecular.

Ejercicio 3.11. Resolver la ecuacion de Schrodinger tridimensional

72 _
D AT+ D(e720% _ 970N = U, gp= 0
2m To
Pasa a unidades adimensionales y haz el cambio y = %e“” donde ~?* = 27;1}112%3

Resuelve el caso | = 0. El potencial anterior se conoce como potencial de Morse y
también modeliza la interaccion molecular.

Ejercicio 3.12.
2
Agg + [(EKG + g) - 1] Yra =0,

se puede resolver usando el método de separacion de variables obteniéndose para sus
soluciones la expresion Vxa(r,0,¢) = R(r)rtY, (0, 0), siendo Y, ,, los armdnicos
esféricos y R(r) las soluciones de

R”+[(E+M)2—1—l(l+1)]R:O.

r r2

12En nuestra férmula n no representa al ntiimero cudntico principal. Este corresponderia al valor
A
n=n+l+1.
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Demuestra usando el método descrito al final de capitulo que las soluciones se ex-
presan mediante la formula

T 1 1 2
R(aj) = Nl,n€7§TV+1LiU+1 (2@7‘) , V= —5 + (l + 5) _ M2>

donde L% son los polinomios de Laguerre y determina el factor de normalizacion
Nip.
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