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i Qué es una caminata aleatoria “random walk”

Supongamos que una persona esta en su bar favorito 0. Nuestro
borracho se bebe una cerveza en el bar 0 y luego con probabilidad p

se mueve al bar de la derecha y con probabilidad g se mueve al bar de
la izquierda, de forma que p+ g = 1.
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i Qué es una caminata aleatoria “random walk”

Supongamos que una persona esta en su bar favorito 0. Nuestro
borracho se bebe una cerveza en el bar 0 y luego con probabilidad p
se mueve al bar de la derecha y con probabilidad g se mueve al bar de
la izquierda, de forma que p+ g =1.
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iqué probabilidad hay de que pueda regresar, digamos en k pasos, al
bar inicial? jqué probabilidad hay de regresar en algiin momento de
tiempo? Si esta dltima probabilidad es 1, jcudl es el tiempo que debe
esperar el borracho para regresar a su bar favorito?
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i Qué es una caminata aleatoria “random walk”

i Qué ocurrird si la calle es semi infinita?
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i Qué es una caminata aleatoria “random walk”

i Qué ocurrird si la calle es semi infinita?
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De simple a lo complejo

Asumamos que tenemos dos estados posibles 1y 2 y que las
transiciones entre ambos se representa por el diagrama
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De simple a lo complejo

Asumamos que tenemos dos estados posibles 1 y 2 y que las
transiciones entre ambos se representa por el diagrama

Vamos a hacerle corresponder a cada diagrama una matriz P de la
siguiente forma: la entrada p;; de IP representa la probabilidad de pasar
del estado i al j. Asi para nuestro proceso con dos estados tenemos

P:[Pn P12:|:|:1_P P]
p21 P22 g 1-gq|
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La matriz P es la matriz de probabilidades de trasicion

Si tenemos un nimero finito de estados

P11 P12 P13 ... Pin
P21 P22 P23 ... P2n n
P=|ps1 P32 P33 --- pan|, p.pj=1, Vix>1,
: : : : J=1
Pnl Pn2 Pn3 --- Pnn
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La matriz P es la matriz de probabilidades de trasicion

Si tenemos un nimero finito de estados

P11 P12 P13 P1in
P21 P22 p23 P2n
P=]p31 p32 p33 P3n |,

Pnl  Pn2 Pn3 Pnn
Si tenemos una cadena semiinfinita
[p11 P12 P13 Pin
P21 P22 P23 P2n
P= I{31 P;z P§3 P:%n
Pnl1  Pn2 Pn3 Pnn

Renato Alvarez-Nodarse

Ypi=1,

Jj>1

Vi>1.

Una introduccién a las caminatas aleatorias



La matriz P es la matriz de probabilidades de trasicion

Si tenemos un nimero finito de estados

P11 P12 P13 Pin
P21 P22 p23 P2n
P=|p3s1 p32 ps3 P3n
Pnl  Pn2 Pn3 Pnn
Si tenemos una cadena semiinfinita
[p11 P12 P13 Pin
P21 P22 P23 P2n
P = P§1 P?’z P:%3 Pt%n
Pnl1  Pn2 Pn3 Pnn

)

—.
I M:
-

pij =1,

Ypi=1,

jz1

i Como serd el de una cadena doblemente infinita?
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La matriz P es la matriz de probabilidades de trasicion

Si tenemos un nimero finito de estados

P11 P12 P13 ... Pin
P21 P22 P23 ... P2n n
P=|ps1 P32 P33 --- pan|, p.pj=1, Vix>1,
S T j=1
pnl Pn2 Pn3 LRI pnn
Si tenemos una cadena semiinfinita
-P11 p12 P13 ... Pin 1
P21 P22 P23 ... P2n
P- I{31 P?,z P§3 ,D:jxn , ZPU: 1, Vil
M . M ‘. : jZl
Pni Pn2 Pn3 ---  Pnn

i Como serd el de una cadena doblemente infinita?

Prueba que si P es una matriz estocdstica, entonces P?, Yne N
también lo es.
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Cadenas de Markov discretas

Sea un conjunto numerable I y sea A una medida de probabilidad
sobre I, i.e., A={\;,iel, 0<\ <+oo paratodoiel}, YiqAi=1.

En adelante I serd N, Z o un subconjunto finito de estos.
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Cadenas de Markov discretas

Sea un conjunto numerable I y sea A una medida de probabilidad
sobre I, i.e., A={\;,iel, 0<\ <+oo paratodoiel}, YiqAi=1.

En adelante I serd N, Z o un subconjunto finito de estos.

Sea X una variable aleatoria con valores sobre I. Definiremos

Ai = P(X =1i) como la probabilidad de que la variable X tome el valor
iel. Como ¥ ;g P(X =1i)=1, X es una medida de probabilidad que
denominaremos distribucion de X.
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Cadenas de Markov discretas

Sea un conjunto numerable I y sea A una medida de probabilidad
sobre I, i.e., A={\;,iel, 0<\ <+oo paratodoiel}, YiqAi=1.

En adelante I serd N, Z o un subconjunto finito de estos.

Sea X una variable aleatoria con valores sobre I. Definiremos

Ai = P(X =1i) como la probabilidad de que la variable X tome el valor
iel. Como ¥ ;g P(X =1i)=1, X es una medida de probabilidad que
denominaremos distribucion de X.

(Xn)ns0 €s una cadena de Markov discreta con distribucién inicial \g si

{ P(Xo) = Ao,
P(Xn+1 = in+l|X0 = i07 <o 7Xn = In) = Pinins1 = Pi,,i,,ﬂy

i.e, Xp tiene la distribucién Ag y la probabilidad de que X,11 = ins1
condicionada a que Xp =1y, ..., X, = i, solo depende del valor de X,
en el paso anterior y estd determinada por P, siendo su distribucién
la fila i-ésima, i.e., (pjj)jeI-
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Cadenas de Markov discretas

Para las cadenas de Markov se tiene que
P(Xo = io, X1 = i1) = AoPiy,ir»
y, en general, que, para todos i, i1,..., i, €1,
P(Xo =io, X1 =i1,-..,Xn = In) = NiyPigir Pirin***Piy_1in-

La propiedad anterior caracteriza a los procesos de Markov.
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Cadenas de Markov discretas

Para las cadenas de Markov se tiene que
P(Xo = io, X1 = i1) = AoPiy,ir»
y, en general, que, para todos i, i1,..., i, €1,
P(Xo =io, X1 =i1,-..,Xn = In) = NiyPigir Pirin***Piy_1in-

La propiedad anterior caracteriza a los procesos de Markov.

Teorema

Sea (X,)ns0 una cadena de Markov con distribucién inicial \.
Entonces la cadena (Xm+n)nso condicionada a que X, = i es una
cadena de Markov con distribucion inicial 6; = {d;;, j €1}, donde
d0,y=1si k=1y0 en otro caso.
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Cadenas de Markov discretas

Escribamos la distribucidn inicial A usando el vector
A= (A1, A2,, A\p-+) y sea P la matriz de probabilidades de transicién.

Definiremos de la forma habitual los productos AP, P-P = P?, ... P",
y lo extenderemos de manera obvia al caso de dimensién infinita.
Denotaremos por pfj") los elementos de la matriz P".
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Cadenas de Markov discretas

Escribamos la distribucién inicial A usando el vector

A= (A1, A2,, A\p-+) y sea P la matriz de probabilidades de transicién.
Definiremos de la forma habitual los productos AP, P-P = P?, ... P",
y lo extenderemos de manera obvia al caso de dimensién infinita.
Denotaremos por pfj") los elementos de la matriz P".

Teorema (falta de memoria del proceso de Markov)

Sea (Xp)ns0 una cadena de Markov con distribucién inicial A\ y P una
matriz de probabilidades de transicion. Entonces, para todos n,m >0

(i) P(Xa =) = (NP"); (i) P(Xpem = j1Xm = 1) = P
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Cadenas de Markov discretas

Escribamos la distribucidn inicial A usando el vector
A= (A1, A2,, A\p-+) y sea P la matriz de probabilidades de transicién.

Definiremos de la forma habitual los productos AP, P-P = P?, ... P",
y lo extenderemos de manera obvia al caso de dimensién infinita.
Denotaremos por pfj") los elementos de la matriz P".

Teorema (falta de memoria del proceso de Markov)

Sea (Xp)ns0 una cadena de Markov con distribucién inicial A\ y P una
matriz de probabilidades de transicion. Entonces, para todos n,m >0

(i) P(X :J) = ()‘]Pm)j (ii) ’D(Xn+m :jlxm = i) = p{(in)'

Este teorema asegura que si la variable tomé el valor i en cierto paso
m la probabilidad de que dicha variable tome el valor j tras n pasos es
independiente de lo que haya ocurrido antes del paso m.

Adema3s, la prob. de encontrar el sistema en el estado j habiendo
partido del estado i en n pasos es justo IP’Z- = p,.(j").
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El caso de dos estados

Sea un sistema constituido con dos estados Ay B:

1-5

y cuya correspondiente matriz de probabilidades de transicién es

P:[PAA PAB:|:|:1éOz 1?5], a,fe[0,1].

PBA PBB
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El caso de dos estados

Vamos a calcular P?, la matriz de probabilidades de transicion en
n-pasos. Para ello notamos que

(n) (n) (m - MIT1 0 o
Pn+1 -P".P= |:P,(4A) p,(qg;jl [pAA pAB:| I:pI(AA) p/(qng):l [ ]
Pea PppllPea Pee| |pgp pppll B 1-F
Calculemos, por ejemplo, pI(AA) De la ecuacién matricial se sigue que

Pt = (1-a)pld + Br4e

Usando que p( o1 p/(qA), pues P" es una matriz estocastica,

tenemos

(nﬂ) =(1-a- 5)/3 + 0, PE\OA%:PAA=1—CY~
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El caso de dos estados

Vamos a calcular P?, la matriz de probabilidades de transicion en
n-pasos. Para ello notamos que

Pn+1=]P)n~]P) |:p,(4,2 p,(ql,g:II:pAA pAB:| I:PXL) pg\rg:l[l—a e ]
Py panllpea pes]” ol Il 8 1-5
(n

Calculemos, por ejemplo, pAA) De la ecuacién matricial se sigue que

Pt = (1-a)pld + Br4e

Usando que p( o1 p/(qA), pues P" es una matriz estocastica,
tenemos

(nﬂ) =(1-a- 5)/3 + 0, PE\OA%:PAA=1—CY~

(m _B+a(l-a-p)"
a+f3 '

Ejercicio: Calcula los restantes elementos de P".

Solucién: p, 4
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PE\IR es la probabilidad de regresar al estado A tras n pasos.

«0>» «F»r» «=)r 4 » )



El caso de dos estados

p/(q'l‘) es la probabilidad de regresar al estado A tras n pasos.

jPodriamos haber regresado muchas veces antes!

Ejemplo: Irde A> Aen 4 pasos. A-B—-A—->B—->A
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El caso de dos estados

p/(q'l‘) es la probabilidad de regresar al estado A tras n pasos.

jPodriamos haber regresado muchas veces antes!

Ejemplo: Irde A> Aen 4 pasos. A-B—-A—->B—->A

Nos interesa poder calcular la probabilidad de regresar por primera
vez al estado A tras n pasos.

Ejemplo: Ir de A — A por 12 vez en 4 pasos. A—- B - B - B - A.
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El caso de dos estados

Sea qﬁ"g la probabilidad de regresar al estado A por primera vez en n

pasos. Entonces:

1
Gaa =1~
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El caso de dos estados

Sea qﬁ"g la probabilidad de regresar al estado A por primera vez en n

pasos. Entonces:

Gha = 1= gl = af,
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El caso de dos estados

Sea q/(&) la probabilidad de regresar al estado A por primera vez en n

pasos. Entonces:

¢ =1-a, ¢Q=aB, ) =a(1-8)8,
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El caso de dos estados

Sea q/(&) la probabilidad de regresar al estado A por primera vez en n

pasos. Entonces:

dN=1-a, ¢Q=0a8 ¢ =a(l-8)8, ¢\)=a(1-5)8, ...
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El caso de dos estados

Sea q/(&) la probabilidad de regresar al estado A por primera vez en n

pasos. Entonces:

dN=1-a, ¢Q=0a8 ¢ =a(l-8)8, ¢\)=a(1-5)8, ...

La probabilidad de regresar por primera vez a A serd entonces

qan= 364} =1-a+af+a(l-B)f +o(l-F)26+ - =
n=1
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El caso de dos estados

Sea q/(&) la probabilidad de regresar al estado A por primera vez en n
pasos. Entonces:

1 2 3 4
doa=1-a, dqd=aB, qar=al-8)8, q4l=a(1-B)3, ...

La probabilidad de regresar por primera vez a A serd entonces

qam=Y aia =1-a+af+a(l-B)5+a(l-F)2+=1
n=1

Definicion

Un estado i se llama recurrente si la probabilidad de regresar a dicho
estado (en algin momento) es igual a 1. En caso contrario se llama
transitorio.
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El caso de dos estados

Dado un estado recurrente queremos calcular el tiempo de espera para
regresar al mismo:

o0

n
7i= 3 nqy" +oo(1 - gy).
n=1
En esta definicidén estd implicito que el tiempo 744 siempre es infinito
si la probabilidad de primeros retornos no es 1 (;por qué?).
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El caso de dos estados

Dado un estado recurrente queremos calcular el tiempo de espera para
regresar al mismo:
L (n) 1— g
Tii = an,, +O°( qu)-
n=1
En esta definicidén estd implicito que el tiempo 744 siempre es infinito
si la probabilidad de primeros retornos no es 1 (;por qué?).

=0
—
TAA—ZFIC]/(AA)+OO(1—C]AA),
n=1
TAA:inqAA (1-a)+2aB+3a(l-5)B+4a(l- ﬁ) B+

n=1
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El caso de dos estados

Dado un estado recurrente queremos calcular el tiempo de espera para
regresar al mismo:
L (n) 1— g
Tii = an,, +O°( qu)-
n=1
En esta definicidén estd implicito que el tiempo 744 siempre es infinito
si la probabilidad de primeros retornos no es 1 (;por qué?).

=0
—
TAA—ZFIC]/(AA)+OO(1—C]AA),
n=1
ran= ng{) = (1-a) +20B+3a(1- )3 +4a(l-B)25+ - —1+%

n=1
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El caso de dos estados

Dado un estado recurrente queremos calcular el tiempo de espera para
regresar al mismo:

Tij = ZHQ,(, )+ o0(1- gs).
n=1

En esta definicidn estd implicito que el tiempo 744 siempre es infinito
si la probabilidad de primeros retornos no es 1 (;por qué?).

=0
—_—
TAA = Z ”CIE\A) +00 (1-qgaa),
n=1
TAA=§:nqAA (1-a)+2aB+3a(l-5)B+4a(l- ﬁ) B+ _1+%

n=1

Definicion

|

n estado recurrente con tiempo medio de retorno finito se denomina
positivamente recurrente.
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El caso de dos estados: Usando sélo matrices

Cambiemos A por 1 y B 2. Calculamos la probabilidad de retorno:

(n) _
P11" = Z P1i Piyiy**Pip_a1
i1y02ye0eyin-1=1,2
y la probabilidad de los primeros retornos a A
(n) _
di1” = Z P1i Piyir " Pip_11-
150250 eyin-1%1

i Como podemos realizar la dltima operacién mediante la
multiplicaciéon de matrices?
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El caso de dos estados: Usando sélo matrices

Cambiemos A por 1 y B 2. Calculamos la probabilidad de retorno:

Pﬁ) = Z P1iyPiyiy** Piy-11

i1y02ye0eyin-1=1,2

y la probabilidad de los primeros retornos a A

(n) _
di1” = Z P1i Piyir " Pip_11-
1,025 5ip-1%#1
i Como podemos realizar la dltima operacién mediante la
multiplicaciéon de matrices?

El elemento pﬁ) de P? nos da la probabilidad de retornar a 1 en dos

)
pasos: py; + p12p21.
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El caso de dos estados: Usando sélo matrices

Cambiemos A por 1 y B 2. Calculamos la probabilidad de retorno:

Pﬁ) = Z P1iyPiyiy** Piy-11

i1y02ye0eyin-1=1,2

y la probabilidad de los primeros retornos a A

(n) _
di1” = Z P1i Piyir " Pip_11-
1,025 5ip-1%#1
i Como podemos realizar la dltima operacién mediante la
multiplicaciéon de matrices?

El elemento pﬁ) de P? nos da la probabilidad de retornar a 1 en dos

)
pasos: py; + p12p21.

Si queremos tener la probabilidad del primer retorno hay que excluir el
sumando p?;. Como

2
‘7§1) = Z P1i Pi1 = P12P21

i1+l
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El caso de dos estados: Usando sélo matrices

Sea Q:[g (1)]:/—ﬂ1,dondeﬂ1=[

estado 1. Entonces

pi1 p12|[0 O 0 pi2
P . = =
Q [le P22] [0 1] [0 P22]

10 la proyeccién sobre el
0 0 a proyeccion s
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El caso de dos estados: Usando sélo matrices

Sea Q:[g g]:/—ﬂl,dondeﬂlz[

estado 1. Entonces
pin p12f|0 O |0 pi2
P- = =
Q [le P22] [0 1] [0 P22]
La primera columna es de ceros. Luego haciendo P- Q - P habremos

excluido la posibilidad de habernos quedarnos en 1 (p11 ha sido
excluido)

10 la proyeccién sobre el
0 0 proyeccién s

P.-Q-P-= P12p21 P122Pz2
pP21p22 P2
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El caso de dos estados: Usando sélo matrices

Sea Q:[g g]:/—ﬂl,dondeﬂlz[

estado 1. Entonces

pi1 p12|[0 O 0 pi2
P- = =
Q [le P22] [0 1] [0 P22]
La primera columna es de ceros. Luego haciendo P- Q - P habremos

excluido la posibilidad de habernos quedarnos en 1 (p11 ha sido
excluido)

10 la proyeccién sobre el
0 0 proyeccién s

P.-Q-P-= P12p21 P122Pz2
pP21p22 P2

L lcular g™ lcular el pri | d
uego para calcular qll tenemos que calcular e prlmer elemento de

la matriz

P.Q-P-Q-P-QP=P"1.P, P-P.Q.

n—1 veces

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a las caminatas aleatorias



El caso de dos estados

Ejercicio: Realiza el mismo estudio para el caso de la transicién

A — B, es decir con que probabilidad llegamos a B partiendo de A, y
si lo hacemos en un tiempo finito. ; Se puede deducir que gag =0
conocido que gaa = 17 Reproduce los resultados usando la matriz P y
una matriz @ adecuada.
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Caminata del borracho

o

p p p p p p

q
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Caminata del borracho

o

p p p P p p
e e 0 _2 e e 0
q q q
0 p0O0O0OO0DO 0
g 0 p 00O 0 -
P= 0 g 0p 0O 0 |, p+g=1.
0 0 g 0 p o0 0
0 00 g 0 p 0
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Caminata del borracho

o

p p p P p p
e e 0 _2 e e 0
q q q
0 p0O0O0OO0DO 0
g 0 p 00O 0 -
P= 0 g 0p 0O 0 |, p+g=1.
0 0 g 0 p o0 0
0 00 g 0 p 0

i Como trabajar con estas matrices?
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Probabilidad de retorno:

2n
Pl = ( p )P"q"-
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Caminata del borracho

Probabilidad de retorno:

n 2” n_n
pé§)=( )pq.

Esta es la probabilidad de retornar al bar 0 en 2n pasos pero no
necesariamente la primera vez. Asi que la pregunta es jcémo calcular
la probabilidad de los primeros retornos?
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Caminata del borracho

Probabilidad de retorno:

n 2” n_n
pé§)=( )pq.

Esta es la probabilidad de retornar al bar 0 en 2n pasos pero no
necesariamente la primera vez. Asi que la pregunta es jcémo calcular
la probabilidad de los primeros retornos?

P.Q-P-Q-P-QP=P"1.P, P-=P.Q.

n—-1 veces

NO!

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a las caminatas aleatorias



La ecuacién de renuevo

Denotemos por p, la probabilidad de retornar a dicho estado en n
pasos y por g, la propiedad de retornar por primera vez a i en n
pasos. Es obvio que p, > g, para todo n.
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La ecuacién de renuevo

Denotemos por p, la probabilidad de retornar a dicho estado en n
pasos y por g, la propiedad de retornar por primera vez a i en n
pasos. Es obvio que p, > g, para todo n.

Vamos a asumir que el proceso es de Markov: dado cierto instante
(paso) n el futuro (lo que ocurrird después del paso n) es
independiente del pasado (lo que ha ocurrido antes del paso n).

Asumiremos que pgp =1y que go = 0. Entonces

P1 =41 po+qop1=4qi,
—~
=1 =0
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La ecuacién de renuevo

Denotemos por p, la probabilidad de retornar a dicho estado en n
pasos y por g, la propiedad de retornar por primera vez a i en n
pasos. Es obvio que p, > g, para todo n.

Vamos a asumir que el proceso es de Markov: dado cierto instante
(paso) n el futuro (lo que ocurrird después del paso n) es
independiente del pasado (lo que ha ocurrido antes del paso n).

Asumiremos que pgp =1y que go = 0. Entonces

P1=qi1po+qop1=q1, P2=Qq2po+qip1+qgop2=q2+qipi,
e —~ —~
=1 =0 =1 =0
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La ecuacién de renuevo

Denotemos por p, la probabilidad de retornar a dicho estado en n
pasos y por g, la propiedad de retornar por primera vez a i en n
pasos. Es obvio que p, > g, para todo n.

Vamos a asumir que el proceso es de Markov: dado cierto instante
(paso) n el futuro (lo que ocurrird después del paso n) es
independiente del pasado (lo que ha ocurrido antes del paso n).

Asumiremos que pgp =1y que go = 0. Entonces

P1=qi1po+qop1=q1, P2=Qq2po+qip1+qgop2=q2+qipi,
e —~ —~
=1 =0 =1 =0

Pn=4nPo + Qn-1P1 + Gpn—2P2 + - + g1Pn-1 + Qo Pn;
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La ecuacién de renuevo

Definamos las funciones (recordemos que pg = 1)

P(Z) — 1+p1Z+P222+'“ — Z pnzn7 q(z) = q12+CIQZ2+"' = Z qnzna

n>0 n>1
donde p, € (0,1), go € (0,1). py g son funciones analiticas en |z| <1

y ademds g converge en z = 1.

p(z)q(z) = (1+prz+ pgz2 +)(quz + qu2 +ee)
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La ecuacién de renuevo

Definamos las funciones (recordemos que pg = 1)

p(Z) — 1+p1Z+P222+“' — Z pnzn7 q(z) = q12+CIQZ2+"' = Z qnzna

n>0 n>1

donde p, € (0,1), go € (0,1). py g son funciones analiticas en |z| <1
y ademds g converge en z = 1.

p(z)q(z) = (1+prz+ pgz2 +)(quz + q222 +ee)

p(2)q(z) =q1z+ (q2 + CI1P1)Z2 +(g3+ qp1 + qip2)z> + -+
+(Gn+ Gn-1P1 + Gno2P2 + -+ + G1Pn-1)2" + -+
—prz+p2i+ P32+t ppz" = p(z) - 1.
1
p(z)
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La ecuacién de renuevo

Definicidon

Las funciones p(z) y q(z) anteriores se denominan funcines
generatrices de los retornos y de los primeros retornos,
respectivamente. La ecuacion p(z)q(z) = p(z) — 1 se denomina
ecuacion de renuevo.

Esta claro que la probabilidad g;; de retorno al estado inicial sera

i = qut G2+ -+ qn+ = q(1),

Asi el estado inicial es recurrente si g(1) =1 <= p(1) = oo.
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La ecuacién de renuevo

Definicidon

Las funciones p(z) y q(z) anteriores se denominan funcines
generatrices de los retornos y de los primeros retornos,
respectivamente. La ecuacion p(z)q(z) = p(z) — 1 se denomina
ecuacion de renuevo.

Esta claro que la probabilidad g;; de retorno al estado inicial sera

i = qut G2+ -+ qn+ = q(1),
Asi el estado inicial es recurrente si g(1) =1 <= p(1) = oo.

Si g(1) =1 podemos calcular si es positivamente recurrente:

-1
} z)-q(1
Tii = ), Nqn = qu+2q2 +3q3 + - = lim M:ql(l—)
n>1 z=1- z-1
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Ejemplo con dos estados: Ejercicio

Usando piyj = 22008 y g(z) =1~ L,

pate) -5 Loz

20 a+f

= paa(l) =oco  =gqaa(l)=1.

La serie anterior se puede sumar

pan(2) = (a+B)(az+pBz-z+1) ’ (a+B)(1-2)

luego
1 (a+p-1)Z22+(1-0a)z

paa(z) (B-1)z+1 ’
de donde se sigue, nuevamente, que gaa(l) =1y ademds, para el
tiempo esperado de retorno tenemos

20z a(f-1)p2? _ 1.l
1-(1-8)z (1-(1-8)2)*] = 8

qaa(z)=1-

Tan = Gaa(l-) = zlin l-a+
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La caminata aleatoria infinita

_Oo 2n n_n_2n _ 1 _ 1
poo(Z)—nZ_%(n)pqz , q(z)=1 o)

Tenemos la identidad

0 2n
(1-22) V2= 3 (2”)2_ =
n=0 \ 1 22n
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La caminata aleatoria infinita

_Oo 2n n_n_2n _ 1 _ 1
poo(Z)—nZ_%(n)pqz , q(z)=1 o)

Tenemos la identidad
) 2n z2n
1 2)1/2 _ ( )_
a-2=3 (V) =
1

poo(2) = e =

1-\/4pqz?
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La caminata aleatoria infinita

e 2n 2 1
poo(z) = ( )p"q"z " q(z)=1- :
Zo n p(z)
Tenemos la identidad
) 2n z2n
1 2)1/2 _ ( )_
a-22-5 ()5
(2) L = (z)=1 1-2 2 =
poo(z) = —————= qoo(z) =1-+/1-2./pgqz
1-\/4pqz?
1
poo(l) = ————= = qoo(1)=1-1-2/pgq.

Vi- g

Por tanto g(1) =1siy sélosi p=g=1/2.
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La caminata aleatoria infinita

e 2n 2 1
poo(z) = ( )p"q"z " q(z)=1- :
Zo n p(z)
Tenemos la identidad
) 2n z2n
1 2)1/2 _ ( )_
a-22-5 ()5
(2) L = (z)=1 1-2 2 =
poo(z) = —————= qoo(z) =1-+/1-2./pgqz
1-\/4pqz?
1
poo(l) = ————= = qoo(1)=1-1-2/pgq.

V1-Vapq
Por tanto g(1) =1siy sélosi p=g=1/2.
V4
1-22

e / ’
700 = lim ggo(2) = lim
z—-1- z—1-
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Conexién con los polinomios ortogonales

Sea la siguiente caminata aleatoria
9‘%/ 8 A /N

cuya matriz IP de probabilidades de transicién es

n Po 0 0 0 0
gg n pp 0 0 0 ...

P=10 g rn p 0 0 ...|, rn+q=1, pi+qi+ri=1, Yi>1,
0

y donde se asume que los p; y g; son todos distintos de cero.
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Conexién con los polinomios ortogonales

La matriz IP es una matriz tridiagonal con coeficientes reales y
positivos: El teorema de Favard asegura que existe una SPO respecto
a cierta medida definida positiva

d:u(X) = p(X)dX + Zk: mké(X - Xk)dX + d,usc(x)7

donde p es la parte absolutamente continua y los dos restantes la
parte singular de la medida.
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Conexién con los polinomios ortogonales

Sea la matriz

W 0 0 0 0 0 .
0 mm 0 0 0 0 . . _
n={0 0 m 0 00 .|, = /P2 iy
0 0 0 73 00 . Ti-1 qi
tenemos
np 4o 0 0 0 0
a n a 0 0 O
H'P-”_l =10 a r»n a 0 O =J, ai=+/pigqi+1>0, i >0,
0

donde J es una matriz de Jacobi (tridiagonal, real y simétrica)
asociada a la correspondiente sucesién de polinomios ortonormales

(Pn)n-
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Conexién con los polinomios ortogonales

A partir de la ecuacién matricial xp(x) = Jp(x), podemos probar que
x"p(x) = 1"p(x),

donde los elementos de la matriz J” se calculan por la férmula

Jij = f x"pi () pi(x)du(x), i,j20,
supp dp

La férmula anterior se denomina férmula de Karling y McGregor.
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Conexién con los polinomios ortogonales

A partir de la ecuacién matricial xp(x) = Jp(x), podemos probar que
x"p(x) = 1"p(x),

donde los elementos de la matriz J” se calculan por la férmula

=[x pp(x)du(x), 020,
supp dp
La férmula anterior se denomina férmula de Karling y McGregor.

Prueba: escribimos la férmula término a término:

x"pi(x) = Y Igpi(x) = > Jipj(x)
j=0

Jj=i—-n

donde, se asume que p;(x) =0 sij<0.
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Conexién con los polinomios ortogonales

A partir de la ecuacién matricial xp(x) = Jp(x), podemos probar que
x"p(x) = 1"p(x),

donde los elementos de la matriz J” se calculan por la férmula

=[x pp(x)du(x), 020,
supp dp
La férmula anterior se denomina férmula de Karling y McGregor.
Prueba: escribimos la férmula término a término:
i+n i+n
x"pi(x) =), Jijpi(x) = ZJ,'-J'-pj(x)

j=i-n j=0

donde, se asume que p;(x) =0 sij<0.

Multiplicando ambas partes por p;(x)du(x) e integrando sobre el
soporte de la medida de ortogonalidad du(x) se obtiene el resultado.
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Conexién con los polinomios ortogonales

Como la matriz J es tal que Jj € [0,1] se puede probar que su
espectro estd contenido en [-1,1], luego el Teorema de Favard nos
asegura que la medida asociada a J estd soportada en [-1,1].
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Conexién con los polinomios ortogonales

Como la matriz J es tal que Jj € [0,1] se puede probar que su
espectro estd contenido en [-1,1], luego el Teorema de Favard nos
asegura que la medida asociada a J estd soportada en [-1,1].

Sea f(x) una funcidn analitica en el soporte supp u(x) de la medida

dp(x)
f(x)=> cax".
k>0
Entonces

fsuppd,,, F()pi(x)pj(x)du(x) = (F(J))-
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Conexién con los polinomios ortogonales

Como la matriz J es tal que Jj € [0,1] se puede probar que su
espectro estd contenido en [-1,1], luego el Teorema de Favard nos
asegura que la medida asociada a J estd soportada en [-1,1].

Sea f(x) una funcidn analitica en el soporte supp u(x) de la medida

dp(x)
f(x)=> cax".
k>0
Entonces

fsuppd,,, F()pi(x)pj(x)du(x) = (F(J))-
Para z pequeia
f(x) =

es analitica en supp(du(x)) =

pi(x)pi(%) Lt
[Suppdu PREIPRY) du(x) = (1- 20)5".

, zeC~supp(du(x)),
1-2zx

1-xz
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Conexién con los polinomios ortogonales

Sea i=j.

. ZJ);I i /Suppdu M ) fs dMI—(X)

1-xz upp du 1—XZ7

donde du;(x) = p?(x)du(x) es la medida espectral de (p,),.

Desarrollando en serie la funcién (1 - zx)~! obtenemos

/; dMI(X L‘upp MZ(ZX) d,UI(X)_ ZM() n_ﬁl_(z)7

upp du 1-xz >0 >0

donde ,u( ) son los momentos de orden n de la medida espectral
dui(x) y 1i(z) es la funcién generariz de los momentos.
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Conexién con los polinomios ortogonales

Veamos ahora las propiedades de retorno.

Comenzamos con la funcién generatriz de los retornos (P =T11-J-T1
pi(z) = X P27 = Y BGz" = Y (M-07 ) 2"
n>0 n>0 n>0

donde I1 es la matriz diagonal que vimos antes

pi(z)=>(M-J"-N1;z" = Y mdimitz" = > 102" = (1 - z20) 7%

n>0 n>0 n>0

Juntando esto con lo anterior tenemos

pile) = (-2t =) = [ B gy

upp du 1-xz
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Conexién con los polinomios ortogonales

Veamos ahora las propiedades de retorno.

Comenzamos con la funcién generatriz de los retornos (P =1-J-M1)
pi(z) =S pM2" = S P = SN (M-I Y 2"
n>0 n>0 n>0
donde I1 es la matriz diagonal que vimos antes
pi(z)=> (M Iz = => )0tz = =Y Jiz"=( -zt
n>0 n>0 n>0
Juntando esto con lo anterior tenemos

p() = (-t =m) = [ D gy

supp du 1-xz
Ldu(x)

1 X—2

la funcién de Stieltjes asociada a la medida

Sea F(z;u) = /

dpu(x). Entonces

si(z) ==z '"F(z75 i), so(z) =5(z) = -z " F(z7 ).
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Conexién con los polinomios ortogonales

Recordemos que propabilidad de retorno al estado i es p;j(1) =s;(1) y
por tanto, la probabilidad de primeros retornos, segtin la ecuacién de
renuevo es g(1) =1-1/p(1).

Asi el proceso serd recurrente si la funcién s;(1) = —=F(1; p;) = —oo.
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Conexién con los polinomios ortogonales

Recordemos que propabilidad de retorno al estado i es p;j(1) =s;(1) y
por tanto, la probabilidad de primeros retornos, segtin la ecuacién de
renuevo es g(1) =1-1/p(1).

Asi el proceso serd recurrente si la funcién s;(1) = —=F(1; p;) = —oo.

Para decidir si el proceso es positivamente recurrente calculamos el
tiempo esperado de retorno

i lim 92 L
z»1- z-1  z-1- (1-2)si(2)

Este ultimo limite estd estrechamente relacionado con que la medida
espectral asociada a P tenga un punto de masa en x = 1.
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Conexién con los polinomios ortogonales

»dui(x) = p?(x)dp(x) tiene un pto. de masa en x =1 < dpu(x) lo
tiene.
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Conexién con los polinomios ortogonales

»dui(x) = p?(x)dp(x) tiene un pto. de masa en x =1 < dpu(x) lo
tiene.

»Nos interesa el caso z — 1. Asi que descomponemos nuestra medida:
dp(x) = u({1})3(x - )k + dfi(x).

donde [i(x) es la medida que se obtiene al eliminar el punto de masa
(si lo hay) en x = 1. Entonces

F(C:u%%*[f%@’ ceCrl=L1) =
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Conexién con los polinomios ortogonales

»dui(x) = p?(x)dp(x) tiene un pto. de masa en x =1 < dpu(x) lo
tiene.

»Nos interesa el caso z — 1. Asi que descomponemos nuestra medida:

dp(x) = p({1})5(x ~ 1)dx + dRi(x),

donde [i(x) es la medida que se obtiene al eliminar el punto de masa
(si lo hay) en x = 1. Entonces

F(C:u%%*[f%@’ ceCrl=L1) =

C-DFGw =+ [ zdit) =

-1 X
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Conexién con los polinomios ortogonales

»dui(x) = p?(x)dp(x) tiene un pto. de masa en x =1 < dpu(x) lo
tiene.

»Nos interesa el caso z — 1. Asi que descomponemos nuestra medida:
dp(x) = u({1})3(x - )k + dfi(x).

donde [i(x) es la medida que se obtiene al eliminar el punto de masa
(si lo hay) en x = 1. Entonces

F(C:u%%*[f%@’ ceCrl=L1) =

C-DFGw =+ [ zdit) =

lim 1C— S ga(x) = / lim —du(x) f 0di(x) = 0.

¢—-1+ 1¢— 1+
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Conexién con los polinomios ortogonales

Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema

Sea una caminata aleatoria con matriz de transicion de la forma

n Po 0 0 0 0
gg n pp 0 0 0O ...

P=({0 g n» p 0 0 ...|, rn+g=1, pi+qgi+ri=1, Vi>1,
0 0 g 3 p3 O

y sea F(z;uj) = f_ll d”X"f(zX) la funcion de Stieltjes asociada a la

correspondiente familia de polinomios ortonormales (pn)n. Entonces el
estado i de dicha caminata es recurrente si s;(1) = —F(1; uj) =oco y
positivamente recurrente si j1;({1}) > 0, siendo la medida

dui(x) = pi(x)?du(x) la medida espectral asociada a la familia (p,)n
y du(x) la medida de ortogonalidad de (pp)n-
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Dos ejemplos muy basicos

Comenzaremos con un simple ejercicio de algebra lineal elemental.
Sea la matriz por bloques

A B . A Bl [(A-BDC)? « )
c pl| entences | - S| = ) )

Recordemos que p(z) = poo(z) = (I - zJ)gs- Sea

rnla 0 0 00 rnla 0 0 0 0
a | n a1 0 0 . ao
J= 0O|lag n a 0 0 . = 0 J(l)
0 .

0 0 da I3 as

Si pM(2) = (1 - zJM)5¢, entonces usando (*) obtenemos

p(z) = (1-nz - 322pM(2))

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a las caminatas aleatorias



Ejemplo 1

El primero corresponde a la matriz

0la 0000
al0 a 0 0O
J=10|a 0 a 0O
0|0 a 0 a O
Aqui
(2) = 1 (2) = 1-V1-4a2z2
=1 a2z2p(1)(z) PRe)= 23272 ’

y se ha escogido el signo menos para que p(z) sea analitica en z =0.
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Ejemplo 1

Para recuperar la medida usamos la férmula de inversién de Stieltjes:
Para la parte absolutamente continua:

1 .
w(x) = lim =JTF(x+ie,p),
=0t 1
y si hay un punto de masa:

1
u({x}) = Ifr’(r)'n —eJF(x+ie,pu) > 0.
-0t 1
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Ejemplo 1

Para recuperar la medida usamos la férmula de inversién de Stieltjes:
Para la parte absolutamente continua:

1
w(x) = lim =JTF(x+ie,p),
=0t 1
y si hay un punto de masa:
1 ,
u({x}) = ||r(r)1 —eJF(x+ie,pu) > 0.
e—~0*t 71

No hay polos asi que no hay masas y la parte abs. continua es

V432 — x2

1
du(x) = w(x)dx = P Fe R

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a las caminatas aleatorias



Ejemplo 2

bla 0000
al0 a 000
J=10la 0 a 00
0{0 a 0 a O

Ejercicio: Prueba, usando que p)(z) es la funcién p(z) del ejemplo
anterior, que

2
p(z) = :
(@) 1-2bz+V1-43272
En el caso especial cuando a=+/b(1-b), be (0,1) obtenemos una
matriz de Jacobi que corresponde a la caminata aleatoria
b
Q c c c c
N 7~ X\ 7 X\ 7~ N
b b b b
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Ejemplo 2. Prueba que si a=+/b(1-b)

1 1-V1-43222
q(z)=1-——=bz+ —————
p(z) 2

y que la funcién de Stieltjes es

_ _ 1 z-2b-Vz2+4b%2-4b
F(zip)=-z"'p(z7) = :
2b z-1

Calculamos

1-/(T=26)% (1, b21/2,
a(1) = bz + 2 ‘{ 2b, b<1/2.

Para el tiempo medio, si b>1/2,

_daz)) _,, 20-b)bz __b
dz z=1 \/1—4(1—b)b2 z=1 2b—1’

luego es positivamente recurrente si b > 1/2.
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Ejemplo 2. Prueba que si a=+/b(1-b)

1 1-V1-43222
q(z)=1-——=bz+ —————
p(z) 2

y que la funcién de Stieltjes es

_ _ 1 z-2b-Vz2+4b%2-4b
F(zip)=-z"'p(z7) = :

2b z-1
Calculamos
(1) = br+ 222 (;_2[))2:{;’13, bein
Para el tiempo medio, si b>1/2,
@), 20-bbz | b
dz |, mzzl 2b-1’

luego es positivamente recurrente si b > 1/2.

Ejercicio: Usando la funcién de Stieltjes recupera la medida de
ortogonalidad y comprueba que tiene una masa en el cero si b >.1/2.
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Un modelo de la Mecdanica estadistica

ME = estudio del comportamiento de sistemas con muchas particulas
mediante el uso, entre otras cosas de la teoria de las probabilidades.

Ejemplo: Imaginemos que tenemos una habitacién con un tabique y
todas las moleculas estdan en una esquina. j Qué ocurre si quitamos en

tabique?
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Un modelo de la Mecdanica estadistica

ME = estudio del comportamiento de sistemas con muchas particulas
mediante el uso, entre otras cosas de la teoria de las probabilidades.

Ejemplo: Imaginemos que tenemos una habitacién con un tabique y
todas las moleculas estdan en una esquina. j Qué ocurre si quitamos en

tabique?
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Un modelo de la Mecdanica estadistica

ME = estudio del comportamiento de sistemas con muchas particulas
mediante el uso, entre otras cosas de la teoria de las probabilidades.

Ejemplo: Imaginemos que tenemos una habitacién con un tabique y
todas las moleculas estdan en una esquina. j Qué ocurre si quitamos en

tabique?
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Un modelo de la Mecdanica estadistica

ME = estudio del comportamiento de sistemas con muchas particulas
mediante el uso, entre otras cosas de la teoria de las probabilidades.

Ejemplo: Imaginemos que tenemos una habitacién con un tabique y
todas las moleculas estdan en una esquina. j Qué ocurre si quitamos en

tabique?
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Un modelo de la Mecdanica estadistica

La mecdnica estadistica tendria que dar como resultado que el proceso
es reversible, pero la segunda ley de la termodindmica nos dice que es
irreversible. j Cémo resolver esta aparente contradiccion?

P. y T. Ehrenfest propusieron el siguiente modelo para explicar el

fenémeno:
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

Nos dan 2N bolas numeradas colocadas en dos urnas, digamos 7 en la
de la izquierda y 2N — i en la de la derecha. Se elige al azar un
nimero del 1 al 2N y la bola a la que le corresponde ese nimero se
pasa a la otra urna. El estado del sistema queda fijado por el
nimero de bolas / en la urna de la izquierda.

@®® ®

©9 0O
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

Nos dan 2N bolas numeradas colocadas en dos urnas, digamos 7 en la
de la izquierda y 2N — i en la de la derecha. Se elige al azar un
nimero del 1 al 2N y la bola a la que le corresponde ese nimero se
pasa a la otra urna. El estado del sistema queda fijado por el
nimero de bolas / en la urna de la izquierda.

@®®

©
©9 0O

Si sale el nimero 2
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

Nos dan 2N bolas numeradas colocadas en dos urnas, digamos i en la
de la izquierda y 2N — i en la de la derecha. Se elige al azar un
nimero del 1 al 2N y la bola a la que le corresponde ese niimero se
pasa a la otra urna. El estado del sistema queda fijado por el
namero de bolas / en la urna de la izquierda.

@® @
00 D

Si sale el nimero 2, la bola 2 pasa de la urna izq. a la urna der.
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

Es obvio que es mas probable que al elegir un nimero al azar, este
corresponda a una bola de la urna que tenga mds bolas, por lo que el
estado del equilibrio seria que en cada urna haya » N bolas.
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

Es obvio que es mas probable que al elegir un nimero al azar, este
corresponda a una bola de la urna que tenga mds bolas, por lo que el
estado del equilibrio seria que en cada urna haya » N bolas.

Pregunta: ;Si partimos del estado inicial 2V bolas en la urna de la
izq., que probabilidad hay de que regresemos a dicho estado después
de n pasos?

El proceso anterior se puede modelar mediante una cadena de Markov
del tipo

p1 p2 P3 Pa
A~ N~ XN X
a1 aqz a3 qa
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

Supongamos que en cierto momento estamos en el estado E;.
Entonces el préximo estado en el que podemos estar es o bien el E;_;
o E;,1. Ademas la probabilidad de estar en dichos estados es k/2N y

1 - k/2N, respectivamente. Asi, la matriz de probabilidades de
transicion serd

0 1
1 g 2N
2N 2N
2 9 2n-2
2N 2N
P= - 0

L
2N
0

SEE

Para este caso resulta que existe una familia muy conocida de

polinomios ortogonales (en este caso finita) que nos permite resolver
el problema de forma analitica.
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

Sean los polinomios de Kravchuk definidos por

Ki(x) = 2ﬁ1(‘_”27VX;2), x=0,1,...,2N; i=0,1,...,2N.

Estos satisfacen la propiedad de ortogonalidad

)
2N x (1)1 .
ZOK,(X)KJ-(X) T (_2N)I_5Uzd,25,-j 0<i,j<2N,

de donde se sigue la siguiente RRTT

2N = 1)K ()~ 52NK500) + LK1 (x) = ~xKi ()
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

podemos escribir en forma matricial

0 1

1 5 2N

2N 2N
2 9 2N-2
2N 2N

0
2N
2N

L
2N
0

Ko(x)
Ki(x)
K2(X)

Kon(x)

Ko(x)
Ki(x)
KZ(X)

Kan(x)

siendo la matriz la misma que la de nuestra cadena de Markov.
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

podemos escribir en forma matricial

0 1

1 5 2N

2N 2N
2 9 2N-2
2N 2N

0
2N
2N

Ko(x)
K1(x)
Ka(x)

1

N

0 ) \Kon(x)

Ko(x)
Ki(x)
KQ(X)

Kan(x)

siendo la matriz la misma que la de nuestra cadena de Markov.

La férmula de Karlin-McGregor nos conduce a (el coeficiente d;
corresponde a la norma, necesario para ortonormalizar a la familia K,)

®5=a2 3 (1-
[/ | -
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

2N
(P")oo = 2ZN (1— i)n ( o )

x=0 N 22N

luego la funcién generatriz poo(z) = p(z) se convierte en

. 0 (Y

SON(1-2z)+xz 22N

p(z) = ), Pgoz" =
n=0
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

2N
(P")oo = % (1 - i)n (2;—,\,)

x=0 N

luego la funcién generatriz poo(z) = p(z) se convierte en

. 0 (Y

ZON(1-2z)+xz 22N~

p(z) = ), Pgoz" =
n=0

Es facil comprobar que p(1) = oo y por tanto la ecuacién de renuevo
nos dice que g(1) =1-1/p(1) =1, es decir el estado Ej es recurrente.

Ejercicio: Prueba que cualquier estado E; es recurrente.
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

p'(2)
p%(z)

)
AN N(N-x) X

9(2) = XZE, (N(1-2) +xz)2 22N

Para el tiempo medio de espera 7 = ¢'(z) =

luego ¢'(1) = 22N. Es decir, el estado Ey es positivamente recurrente.
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El modelo de urnas de los Ehrenfest

p'(2)
p%(z)

)
AN N(N-x) X

9(2) = XZE, (N(1-2) +xz)2 22N

Para el tiempo medio de espera 7 = ¢'(z) =

luego ¢'(1) = 22N. Es decir, el estado Ey es positivamente recurrente.

Ejercicio: Comprueba que cualquier estado E; es positivamente
recurrente y el tiempo medio de espera es

22N
2N
i
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El modelo de urnas de los Ehrenfest: Solucién

Resumiendo:

@ Con probabilidad 1 se volvemos a cualquier estado inicial i del
que hayamos partido

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a las caminatas aleatorias



El modelo de urnas de los Ehrenfest: Solucién

Resumiendo:

@ Con probabilidad 1 se volvemos a cualquier estado inicial i del
que hayamos partido

@ Que el tiempo esperado (o medio) de retorno al estado i dado es
(en unidades de tiempo)

2N (2/v) (2N)!

o)

(2N =)
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El modelo de urnas de los Ehrenfest: Solucién

Resumiendo:

@ Con probabilidad 1 se volvemos a cualquier estado inicial i del
que hayamos partido

@ Que el tiempo esperado (o medio) de retorno al estado i dado es
(en unidades de tiempo)

2N (2/v) (2N)!

i

(2N =)

(2N
]
Unas cuentas sencillas: Escojamos N = 1000 (dos mil bolas) y

repitamos nuestro experimento cada 7 = 1072 seg. (procesador de
1GHz)
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El m

i 22NN - i1l

(2N)!

)

N =1000, 7 =10 "seg

[m] = -



El modelo de urnas de los Ehrenfest: Solucién

22NN - i1l

-9
Ti= n)! , N =1000, 7 =10"seg

Si partimos del equilibrio i = N (mitad y mitad), el tiempo Tyn

esperado para que el sistema regrese a él es de 5,6 x 1078 segundos.
FASTI!!

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a las caminatas aleatorias



El modelo de urnas de los Ehrenfest: Solucién

22NN - i1l

Tii = QN

N =1000, 7 =10%seg

Partiendo de Ey o Ey (todas en una urna), Too ~ 3,6 x 10585 afios.
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El modelo de urnas de los Ehrenfest: Solucién

22NN - i)

-9
Ti= n)! , N =1000, 7=10""seg

Partiendo de Ey o Epy (todas en una urna), Too ~ 3,6 x 10°%° afios.
Teniendo en cuenta que la edad del Universo se estima en 1,4 x 1010
afios, que la vida en la Tierra desaparecerd en unos 5 x 109 afios

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a las caminatas aleatorias



El modelo de urnas de los Ehrenfest: Solucién

22NN - i)

-9
Ti= n)! , N =1000, 7=10""seg

Partiendo de Ey o Epy (todas en una urna), Too ~ 3,6 x 10°%° afios.
Teniendo en cuenta que la edad del Universo se estima en 1,4 x 1010
afios, que la vida en la Tierra desaparecerd en unos 5 x 109 afios

y que en una habitacién de 25 m3 hay 6 x 10%% moléculas y no 2000
. = IRREVERSIBILIDAD. El célculo con tiempo de Plank 10744
es ...
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