Una introduccion a la Mecanica Cuantica

Renato Alvarez-Nodarse

Orthonet, Sevilla, noviembre 2016

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a la Mecdnica Cudntica



Introduccién a la Fisica: Generalidades

La Fisica se basa en medidas y observaciones experimentales de la
realidad que nos rodea, es decir, en cuantificar o caracterizar los
distintos fenédmenos naturales mediante expresiones cuantitativas o
ndmeros.
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Estas cantidades medibles u observables se denominan cantidades
fisicas (e.g. longitud, velocidad, energia, ...).
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Introduccién a la Fisica: Generalidades

La Fisica se basa en medidas y observaciones experimentales de la
realidad que nos rodea, es decir, en cuantificar o caracterizar los
distintos fenédmenos naturales mediante expresiones cuantitativas o
ndmeros.

Estas cantidades medibles u observables se denominan cantidades
fisicas (e.g. longitud, velocidad, energia, ...).

El objeto o conjunto de objetos a estudiar se denomina sistema fisico
(e.g. una particula, un dtomo, un coche, ...). Cuando conocemos
distintas medidas de un sistema que lo caracterizan por completo en
un momento (e.g. la posicién y la velocidad de una particula de masa
m) decimos que el sistema se encuentra en un cierto estado dado.
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i Qué es una teoria fisica?

El objetivo de toda teoria fisica es

@ Describir el estado del sistema fisico, es decir, dar una
representacidn cuantitativa (matemitica) del estado que lo defina
biunivocamente.
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i Qué es una teoria fisica?

El objetivo de toda teoria fisica es

@ Describir el estado del sistema fisico, es decir, dar una
representacidn cuantitativa (matemitica) del estado que lo defina
biunivocamente.

@ Conocer la dindmica del sistema, es decir dado un estado inicial
en el momento ty conocer su evolucién temporal para t > ty.
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i Qué es una teoria fisica?

El objetivo de toda teoria fisica es

@ Describir el estado del sistema fisico, es decir, dar una
representacidn cuantitativa (matemitica) del estado que lo defina
biunivocamente.

@ Conocer la dindmica del sistema, es decir dado un estado inicial
en el momento ty conocer su evolucién temporal para t > ty.

© Predecir los resultados de las mediciones de las cantidades fisicas
del sistema.
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i Qué es una teoria fisica?

La teoria fisica en si misma estd en general constituida, desde el punto
de vista abstracto, por tres apartados:

@ El formalismo: Conjunto de simbolos y reglas de deduccién a
partir de los cuales se pueden deducir proposiciones y enunciados.
En general toda teoria comienza postulando un cierto niimero de
axiomas.
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La teoria fisica en si misma estd en general constituida, desde el punto
de vista abstracto, por tres apartados:
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partir de los cuales se pueden deducir proposiciones y enunciados.
En general toda teoria comienza postulando un cierto niimero de
axiomas.

@ Ley dindmica: Cierta relacién (o relaciones) entre algunos de los
principales objetos del formalismo que permitan predecir
acontecimientos futuros.
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i Qué es una teoria fisica?

La teoria fisica en si misma estd en general constituida, desde el punto
de vista abstracto, por tres apartados:

@ El formalismo: Conjunto de simbolos y reglas de deduccién a
partir de los cuales se pueden deducir proposiciones y enunciados.
En general toda teoria comienza postulando un cierto niimero de
axiomas.

@ Ley dindmica: Cierta relacién (o relaciones) entre algunos de los
principales objetos del formalismo que permitan predecir
acontecimientos futuros.

© Reglas de correspondencia o interpretacién fisica: Conjunto de
reglas que permiten asignar valores experimentales a algunos de
los simbolos del formalismo.
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El final de la fisica cldsica

William Thomson o, como era conocido, Lord Kel-
vin, en una conferencia el 27 de abril de 1900 pro-
nuncié esta célebre frase:
Hoy dia la ciencia fisica forma, esen-
cialmente, un conjunto perfectamente
armonioso, jUn conjunto practicamente
acabado! Sélo quedan dos “nubecillas”:
la primera, el resultado negativo del ex-
perimento de Michelson-Morley. La se-
gunda, las profundas discrepancias de la
ley de Rayleigh-Jeans.
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El final de la fisica cldsica

William Thomson o, como era conocido, Lord Kel-
vin, en una conferencia el 27 de abril de 1900 pro-
nuncié esta célebre frase:
Hoy dia la ciencia fisica forma, esen-
cialmente, un conjunto perfectamente
armonioso, jUn conjunto practicamente
acabado! Sélo quedan dos “nubecillas”:
la primera, el resultado negativo del ex-
perimento de Michelson-Morley. La se-
gunda, las profundas discrepancias de la
ley de Rayleigh-Jeans.

La primera nube provocé la primera gran tormen-
ta: La teoria de la relatividad de Einstein
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El final de la fisica cldsica

William Thomson o, como era conocido, Lord Kel-
vin, en una conferencia el 27 de abril de 1900 pro-
nuncié esta célebre frase:
Hoy dia la ciencia fisica forma, esen-
cialmente, un conjunto perfectamente
armonioso, jUn conjunto practicamente
acabado! Sélo quedan dos “nubecillas”:
la primera, el resultado negativo del ex-
perimento de Michelson-Morley. La se-
gunda, las profundas discrepancias de la
ley de Rayleigh-Jeans.

La primera nube provocé la primera gran tormen-
ta: La teoria de la relatividad de Einstein pero esa
es otra historia.
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La segunda “nubecilla” de Lord Kelvin

La ley de Rayleigh-Jeans es una férmula que describe la radiacién de
un “cuerpo negro”.

Figura: Metal caliente (izquierda) y modelo de cuerpo negro (derecha).
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La segunda “nubecilla” de Lord Kelvin

La ley de Rayleigh-Jeans es una férmula que describe la radiacién de
un “cuerpo negro”.

Figura: Onda plana unidimensional
% %
)\ = V- T = — = 27T_
v w

. . 1
A — longitud de onda, v frecuencia y v velocidad. Importante: A ~ —
14
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Las ondas electromdgneticas

¢Penetralaatmésfera | Si | No | sSi | No
- \/\/\/\/\/\/\/V\/V\]\ANMW
Tipo de radiacion Radlo Microondas Infrarrojo Visible Ultravioleta Rayos X Rayos gamma
Longitud de onda (m) 1072 107° 0,5x10°° 1078 1070 10712
Escala aproximada de
la longitud de onda
Edificios Puntade P Atomos Niicleo atémico
aguja
10* 10 10" 10" 10'® 10" 107
Temperatura de los
objetos en los cuales | |
la radiaci6n con esta ‘ | ))
longitud de onda es 1 1
1K 100K 10.000 K 10.000.000 K

la mas intensa
-272°C -173°C 98.727 °C ~10.000.000 °C

Diagrama del espectro electromagnético, mostrando el tipo, longitud
de onda con ejemplos, frecuencia y temperatura de emisién de cuerpo
negro. La luz visible est4 en el rango de 400-790 terahercios (102 Hz)
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La ley de Rayleigh-Jeans

Sea U(T) la densidad de energia (cantidad de energia por unidad de
volumen) que dependerd de la temperatura T. Ademds, cada longitud
de onda —frecuencia— aportard su ‘“granito de arena”, esta densidad
por unidad de frecuencia w la denotaremos por u(w, T):

u(T) = /0 ~ u(w, T)dw,

La férmula de Rayleigh-Jeans establecia que

w2

- 72c3

u(w, T) kT,

donde c es la velocidad de la luz y k es la const. de Boltzmann.
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La ley de Rayleigh-Jeans

Sea U(T) la densidad de energia (cantidad de energia por unidad de
volumen) que dependerd de la temperatura T. Ademds, cada longitud
de onda —frecuencia— aportard su ‘“granito de arena”, esta densidad
por unidad de frecuencia w la denotaremos por u(w, T):

u(T) = /0 ~ u(w, T)dw,

La férmula de Rayleigh-Jeans establecia que

OJ2

- 72c3

u(w, T) kT,

donde c es la velocidad de la luz y k es la const. de Boltzmann.
Esta es la llamada catastrofe ultravioleta
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La ley de Rayleigh-Jeans

Sea U(T) la densidad de energia (cantidad de energia por unidad de
volumen) que dependerd de la temperatura T. Ademds, cada longitud
de onda —frecuencia— aportard su ‘“granito de arena”, esta densidad
por unidad de frecuencia w la denotaremos por u(w, T):

u(T) = /0 ~ u(w, T)dw,

La férmula de Rayleigh-Jeans establecia que

w2

- 72c3

u(w, T) kT,

donde c es la velocidad de la luz y k es la const. de Boltzmann.
Esta es la llamada catastrofe ultravioleta

Si la frecuencia era muy alta:
Ley de Wein  u(w, T) = aw3e
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La ley de Rayleigh-Jeans y la Ley de Wein

u(w, T)
( o Curva experimental
! --- Ley de Rayleigh-Jeans
| e * * , — LleydePlank
I’ . L]
/‘/
w

Figura: Gréfica de la intensidad u(w, T) contra la frecuencia de onda w.
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Max Planck

En octubre de 1900 Planck encontré empirica-
mente una férmula que describia perfectamente
la ley experimental para la radiacién del cuerpo

negro:
hew

() = —exp <%> o

donde h era cierta const. desconocida.

Para frecuencias bajas, i.e., iw/kT < 1, entonces
la férmula de Planck daba (¢) ~ kT (Rayleigh-
Jeans).

Mientras que para frecuencias altas, i.e,
hw/kT > 1, Planck recuperaba la férmula de
Wein.
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Los quanta de Plank

Para explicar su formula Plank, rompiendo la concepcién clasica,
lanza la idea de que los “osciladores” que componen los dtomos
absorben o emiten luz no de forma continua, como era habitual en
la fisica clasica, sino mediante porciones aisladas proporcionales a la
frecuencia, es decir la energia se emitia o absorbia mediante
“quantas” de energia £ = hw.
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Los quanta de Plank

Para explicar su formula Plank, rompiendo la concepcién clasica,
lanza la idea de que los “osciladores” que componen los dtomos
absorben o emiten luz no de forma continua, como era habitual en
la fisica clasica, sino mediante porciones aisladas proporcionales a la
frecuencia, es decir la energia se emitia o absorbia mediante
“quantas” de energia £ = hw.

Henri Poincaré en el otofio de 1911 prueba que la férmula de Planck
sélo se podia obtener bajo la suposicion de que la energia
estd cuantizada.
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Einstein y el efecto fotoeléctrico

El siguiente paso lo dio Einstein en 1905 en un
ensayo titulado Sobre un punto de vista heuristico
acerca de la produccion y la transformacion de la
luz.

Einstein, totalmente seducido por los quanta de
Planck, supone que no sélo la materia absorve y
emite radiacién (energia) cuantificadamente, sino
también la propia radiacién (luz) también lo esta.
De esta forma Einstein recupera las ideas corpus-
culares sobre la luz de Newton y considera la luz
formada por particulas de masa cero y energia hw:
los fotones.
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El efecto fotoeléctrico de Hertz

©

/

©0 3 © o
e

2

© 0606

»Una placa metdlica sometida a una luz ultravioleta emite electrones.
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El efecto fotoeléctrico de Hertz

/

© ©

©p,©0 8 @ @
©c @ 0 6

»Una placa metdlica sometida a una luz ultravioleta emite electrones.
»El niimero de electrones aumentaba proporcionalmente a la
intensidad de la radiacién pero su velocidad v no dependia de la
intensidad sino de la frecuencia w: a mayor w, mayor v.
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El efecto fotoeléctrico de Hertz

/

© ©

©p,©0 8 @ @
©c @ 0 6

»Una placa metdlica sometida a una luz ultravioleta emite electrones.
»El niimero de electrones aumentaba proporcionalmente a la
intensidad de la radiacién pero su velocidad v no dependia de la
intensidad sino de la frecuencia w: a mayor w, mayor v.

»Si w era lo suficientemente baja ya no se emitian electrones
independientemente de lo intensa que fuese la luz incidente.
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La férmula de Einstein

Para resolverlo Einstein razoné como sigue: Supongamos que
bombardeamos la [dmina metdlica con particulas luminosas cada una
de las cuales tiene una energia hw. Si denotamos por W la energia
necesaria para extraer un electrén del metal, entonces la energia
cinética de los electrones, E., se expresard mediante la férmula

E. = hw— W.

jTodas las observaciones descritas anteriormente son una
consecuencia de la férmula anterior!
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La férmula de Einstein

Para resolverlo Einstein razoné como sigue: Supongamos que
bombardeamos la [dmina metdlica con particulas luminosas cada una
de las cuales tiene una energia hw. Si denotamos por W la energia
necesaria para extraer un electrén del metal, entonces la energia
cinética de los electrones, E., se expresard mediante la férmula

E. = hw— W.

jTodas las observaciones descritas anteriormente son una
consecuencia de la férmula anterior!

En 1905 no habia una estructura de la materia pero estaba claro que
la luz era una onda electromdgnetica continua, es decir estaban
presentes todas las frecuencias.
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La férmula de Einstein

Para resolverlo Einstein razoné como sigue: Supongamos que
bombardeamos la [dmina metdlica con particulas luminosas cada una
de las cuales tiene una energia hw. Si denotamos por W la energia
necesaria para extraer un electrén del metal, entonces la energia
cinética de los electrones, E., se expresard mediante la férmula

E. = hw— W.

jTodas las observaciones descritas anteriormente son una
consecuencia de la férmula anterior!

En 1905 no habia una estructura de la materia pero estaba claro que
la luz era una onda electromdgnetica continua, es decir estaban
presentes todas las frecuencias.

Anos mas tarde, Robert Millikan comprueba experimentalmente la
férmula de Einstein y encuentra que /i es la misma i de Planck.
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Niels Bohr y la estructura atémica

En 1913 se crefa que el dtomo estaba constitui-
do por un nicleo “pesado” y “denso” y electrones
girando a su alrededor. Como toda carga en movi-
miento acelerado emite ondas electromagnéticas,
los electrones debian peder energia y caer al nticleo
en ~ 107> seg-.
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Niels Bohr y la estructura atémica

En 1913 se crefa que el dtomo estaba constitui-
do por un nicleo “pesado” y “denso” y electrones
girando a su alrededor. Como toda carga en movi-
miento acelerado emite ondas electromagnéticas,
los electrones debian peder energia y caer al nticleo
en ~ 107> seg-.

El espectro del Hidrégeno estaba constituido por
lineas espectrales separadas con frecuencias w =

1 1
R(ﬁ—ﬁ>, n,k:1,2,3,...

‘ emission

Hydrogen line spectrum: Balmer series

absorption
(white light backgrot
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Atomo de Bohr

En 1913 Bohr postuld que electrén sélo puede estar en ciertas érbitas
permitidas (estables) y para pasar de una de estas 6rbitas a otra este
deberia “saltar” por encima de todas aquellas no permitidas. Dichas
Orbitas eran circulares y

@ De todas las infinitas érbitas posibles sélo son posibles aquellas
en la que su momento angular L = mvr, siendo m la masa del
electrén, v, su velocidad y r el radio de la érbita, fuesen
multiplos enteros de h: L = nh

@ La energia que absorbe o emite un dtomo al saltar un electrén de
una drbita permitida a otra es igual a hw, es decir para saltar de
una orbita a otra el atomo absorbe o emite un quanta de luz.
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Bohr obtuvo la siguiente expresion
para la energia del electrén:

T 2R2 2’
Entonces, el salto entre dos 6rbitas N -

daba para la frecuencia del fotén

emitido el valor:
E,—E, me* ( 1 1

o 2B \k2

que correspondia al espectro del hidrégeno descubierto por Balmer.

), nk=1,23,....

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a la Mecdnica Cudntica



Bohr obtuvo la siguiente expresion
para la energia del electrén:

nT T op2 g2
Entonces, el salto entre dos 6rbitas N -

daba para la frecuencia del fotén

emitido el valor:
E,—E, me* ( 1 1

), nk=1,23,....

T h a3\
que correspondia al espectro del hidrégeno descubierto por Balmer.
i Casualidad?
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Bohr obtuvo la siguiente expresion
para la energia del electrén:

T 2R2 2’
Entonces, el salto entre dos 6rbitas N -

daba para la frecuencia del fotén

emitido el valor:
E,—E, me* ( 1 1

o 23 \k2 2
que correspondia al espectro del hidrégeno descubierto por Balmer.

i Casualidad?

), nk=1,23,....

Principio de correspondencia de Bohr. La teoria cuantica tenia que ser
tal que, para nimeros cudnticos grandes, por ejemplo n en las
férmulas anteriores, se transformase en la teoria cldsica.
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La dualidad onda-particula

En 1923 Louis de Broglie, influenciado por
el trabajo de Einstein sobre el efecto fo-
toeléctrico, postula que la dualidad onda-
particula que Einstein habfa proclamado
para la luz también habia de ser cierta para
las particulas materiales, como por ejem-
plo, el electrdn.

Asi de Broglie equiparé a un electrén con
una onda plana. Si m es la masa del
electrén y v entonces el momento p era

o E_fw_fr_on
p= v v vT N
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La dualidad onda-particula

De esta forma De Broglie daba un significado fisi-
co a las drbitas de Bohr:

Estas eran justo aquellas orbitas tales que el co-
ciente entre su longitud y la longitud de onda del
electrén era un ndmero entero, es decir era una
analogia completa a las ondas estacionarias sobre
un anillo (circulo).
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Pero jla dualidad onda-particula no es un cuento?

En 1925 los fisicos estadounidenses C. Davisson y L. Germer
descubrieron por casulidad un patrén de difraccién durante una serie
de experimentos que estaban realizando al disparar electrones contra
un blanco de niquel. Este descubrimiento fue realizado
independientemente por G. P. Thomson.

Difracciéon de la luz Difraccidon de los electrones
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Nace la mecanica cudntica: Heisenberg

Usando el principio de corresondencia de Bohr,
Heisenberg descubre en 1925 que hay que cambiar
los valores de las magnitudes fisicas por matrices
(tablas numéricas) y construye una mecdnica ma-
tricial donde la dindmica que rige las magnitudes

cuanticas es

dX i i

— = —(HX — XH) = -[H, X =1
T )= gl XL ’

H es |la matriz del Hamiltoniano del sistema.
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Nace la mecanica cudntica: Heisenberg

Usando el principio de corresondencia de Bohr,
Heisenberg descubre en 1925 que hay que cambiar
los valores de las magnitudes fisicas por matrices
(tablas numéricas) y construye una mecdnica ma-
tricial donde la dindmica que rige las magnitudes
cudnticas es

dX

i i
= —(HX — XH) = —[H. X =+ -1
dt h( ) h[ X ’

H es |la matriz del Hamiltoniano del sistema.

Heisenberg por un lado introduce en la fisica una
teoria matemadtica “muy complicada” y al mis-
mo tiempo descubre el principio de incertidumbre:
Es imposible conocer al mismo tiempo y con una
precision arbitraria la posicion y la velocidad del
electron.
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La mecanica ondulatoria: Schrodinger

En 1926, Erwin Schrodinger andaba buscando
una teoria que acabase con esa aberracion de
las matrices que Heisenberg intentaba introducir
en la fisica. Al conocer el trabajo de de Broglie
Schrodinger decide asociar a cada particula una
onda y construir la ecuacién diferencial que go-
bierna dicha onda. Tras muchos intentos da con
la ecuacién:

H(x,p)V(x,t) = EV(x,t), p= —ihagx,

donde E era la energia del sistema asociado a la
onda V.
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La ecuacién de Schrodinger

Sea el Hamiltoniano estandar,

p2
H(X7 p) = % + V(X)7

siendo V/(x) la funcién potencial (energia potencial). Sustituimos
p= —ih%, y obtenemos

n? 92

_%WW + V(x)W¥(x, t) = EV(x, t).

Solucién: V(x) =0 = La onda de de Broglie

;Y para el dtomo de Hidrogeno?
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La ecuacién de Schrodinger

Sea el Hamiltoniano estandar,

p2
H =—+4V
siendo V/(x) la funcién potencial (energia potencial). Sustituimos

p= —ih%, y obtenemos

n? 92

_%WW + V(x)W¥(x, t) = EV(x, t).

Solucién: V(x) =0 = La onda de de Broglie

2
¢ Y para el atomo de Hidrégeno? V(r) = _eT =
4
1 &
E, = _%ﬁ que era la férmula de Bohr.
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La interpretacién de la Mecanica cuantica

Max Born, colega y amigo de Heisenberg dio una
interpretacién a la funcién de onda de Schrodin-
ger. Basandose en los resultados experimentales
sobre la dispersién de ondas planas —recordemos
que el electrdn libre se consideraba como tal en la
mecanica ondulatoria de Schrodinger— Born ase-
guré que la funcién de onda W(x) daba la proba-
bilidad de que una particula fuese detectada en
la posicidn x y que dicha probabilidad era propor-
cional a |W(x)|2, es decir la Mecdnica ondulatoria,
al igual que la matricial como se veria mas tarde,
era una teoria estadistica incluso para describir
una Unica particula.
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Todo encaja: La funcién W(x) y el principio de incertidumbre

En 1926, Heisenberg consideré una onda “gaussiana”
1 _(X—X0)2 i 5 _(X—X0)2
V(x,0) = ||V| e 222 enPoX |W|“= [ e »® dx,
R

Si una particula venia descrita por dicha onda, entonces usando la
idea de Born, el valor medio para la posicién de la particula era

(x) = /R‘U(X, 0)xW¥(x,0) = xo,

y para la posicién, usando que el operador correspondiente al

momento era p = —ih—, tenemos

ox
) = | W(x,0)p9x0) = .
es decir que nuestra particula tiene un momento pgy y esta en la

posicién xg.
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La funcién de onda y el principio de incertidumbre

Si ahora intentamos determinar con que precision estamos asegurando
los valores de estas dos magnitudes tenemos que calcular las varianzas
UX y JP!

b? N
m= [ W OP o0 = 5. 7= [ W OP(G-m) = 555

No podemos nunca medir con una precisién tan grande como se
quiera las dos magnitudes Ax y Ap.
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iAdids al determinismo en la Fisica!

En el citado articulo de Born este escribia:
Aunque el problema del determinismo ha aparecido |[. .. ] yo
mismo me inclino a dejar a un lado el determinismo en el
mundo de los dtomos. Pero esto es una cuestion filoséfica
para la cual los argumentos fisicos no son concluyentes.

El problema filoséfico de Born se agudizé mds cuando Dirac por un
lado, y el mismo Schrodinger por el otro probaban que las dos
formulaciones de la Mecanica cudntica, la matricial y la ondulatoria,
eran equivalentes.

El problema de la interpretacion de la Mecanica Cudntica termind en
una “pelea” abierta entre los que la consideraban una teoria completa
—Bohr, Heisenberg, Born ...—y los que la consideraban incompleta
—Schrodinger, Einstein . ..—.
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Dios no juega a los dados

Como ejemplo de esta polémica es
representativa la carta que escribe
Einstein a Born el 7 de septiembre
de 1944:
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Dios no juega a los dados

Como ejemplo de esta polémica es
representativa la carta que escribe
Einstein a Born el 7 de septiembre
de 1944:

Nuestras expectativas cientificas nos han conducido a cada
uno a las antipodas del otro. T crees en un Dios que juega
a los dados, y yo en el valor tinico de las leyes en un universo
en el que cada cosa existe objetivamente [...]. El gran éxito
de la teoria de los quanta desde sus comienzos no puede
hacerme creer en el caracter fundamental de ese juego de
dados [...]. Algin dia se descubrird cual de estas dos
actitudes instintivas es la buena.
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La interpretacién de Copenhagen

Para entender esta polémica hay que destacar que ambas teorias, la
mecanica matricial y la ondulatoria, describian rigurosamente muchos
de los fenédmenos del micromundo, pero ambas tenian un gran
problema jCémo definir si una particula cuadntica estaba en un estado
determinado o en otro?
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La interpretacién de Copenhagen

Para entender esta polémica hay que destacar que ambas teorias, la
mecanica matricial y la ondulatoria, describian rigurosamente muchos
de los fenédmenos del micromundo, pero ambas tenian un gran
problema jCémo definir si una particula cuadntica estaba en un estado
determinado o en otro?

\Ul, El \Uz, E2

V=gV + aV¥,, E="
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La interpretacién de Copenhagen

Para entender esta polémica hay que destacar que ambas teorias, la
mecanica matricial y la ondulatoria, describian rigurosamente muchos
de los fenédmenos del micromundo, pero ambas tenian un gran
problema j Cémo definir si una particula cuantica estaba en un estado
determinado o en otro?

\Ul, E1 \Uz, E2

U =ag1Vy + apV¥,, E=7

Si tenemos un instrumento que nos mide la energia

unas veces nos dard Ej y otras Ep, y justo la probabilidad de que nos
dé una u otra es proporcional a |a1|? y |az|?, respectivamente.

i Cémo explicar esto?

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a la Mecdnica Cudntica



El colapso de W

La teoria de mediciones de von Neumann.

A\Ul B\U2

A+B V= alklll —+ QQWQ
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El colapso de W

La teoria de mediciones de von Neumann.

AV, B v, A X

A+B V = a;V; + apV, — W
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El colapso de W

La teoria de mediciones de von Neumann.

AV, B v, A X

A+B V = a;V; + apV, — W

‘UA—f—M =qV¥Vi P + oVr ® ¢,.
iVaya lio!
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El gato de Schrodinger

SCHRODINGERS
CAT_FZAP. ..

AM T i OR oUT P

\%3}3\ *‘\ 6;_;/\54— %

.Y

Figura: La paradoja del Gato de Schrodinger.
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Los Universos paralelos de Everett

Figura: Los universos paralelos de Everett. Cada decisién que tomamos o
medicién que hacemos desdobla nuestro universo en dos o mds, de forma
que siempre hay uno donde ocurre cada uno de los sucesos probables.
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Poniendo orden: Las matematicas de la MC

La construccién matematica impuso el “orden” en el aparente caos de
la interpretacién. Los principales axiomas o postulados de la Mecanica
Cuantica se pueden resumir en los siguientes:
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Poniendo orden: Las matematicas de la MC

La construccién matematica impuso el “orden” en el aparente caos de
la interpretacién. Los principales axiomas o postulados de la Mecanica
Cuantica se pueden resumir en los siguientes:

I. Cualquier magnitud fisica se describe a través de un operador
lineal “hermitico” A definido sobre un espacio de Hilbert H,
cuyos vectores W definen los posibles estados del sistema fisico.
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Poniendo orden: Las matematicas de la MC

La construccién matematica impuso el “orden” en el aparente caos de
la interpretacién. Los principales axiomas o postulados de la Mecanica
Cuantica se pueden resumir en los siguientes:

I. Cualquier magnitud fisica se describe a través de un operador
lineal “hermitico” A definido sobre un espacio de Hilbert H,
cuyos vectores W definen los posibles estados del sistema fisico.

II. Los valores f(a’) que puede tomar una magnitud fisica son
aquellos que corresponden al espectro del operador lineal
hermitico A que caracteriza dicha magnitud.
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Poniendo orden: Las matematicas de la MC

La construccién matematica impuso el “orden” en el aparente caos de
la interpretacién. Los principales axiomas o postulados de la Mecanica
Cuantica se pueden resumir en los siguientes:

Cualquier magnitud fisica se describe a través de un operador
lineal “hermitico” A definido sobre un espacio de Hilbert H,
cuyos vectores W definen los posibles estados del sistema fisico.

Los valores f(a’) que puede tomar una magnitud fisica son
aquellos que corresponden al espectro del operador lineal
hermitico A que caracteriza dicha magnitud.

El valor esperado de una magnitud fisica x cualquiera de un
sistema en el estado W, es (V|xW¥), donde (-|-) representa el
producto escalar en el espacio de Hilbert.
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Poniendo orden: Las matematicas de la MC

La construccién matematica impuso el “orden” en el aparente caos de
la interpretacién. Los principales axiomas o postulados de la Mecanica
Cuantica se pueden resumir en los siguientes:

Cualquier magnitud fisica se describe a través de un operador
lineal “hermitico” A definido sobre un espacio de Hilbert H,
cuyos vectores W definen los posibles estados del sistema fisico.

Los valores f(a’) que puede tomar una magnitud fisica son
aquellos que corresponden al espectro del operador lineal
hermitico A que caracteriza dicha magnitud.

El valor esperado de una magnitud fisica x cualquiera de un
sistema en el estado W, es (V|xW¥), donde (-|-) representa el
producto escalar en el espacio de Hilbert.

La funcién de onda W del sistema estd gobernada por la ecuacién

. \j .
de Schrodinger HV = ih%—t, donde H es el operador de
Hamilton del sistema.
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Postulado 1

El estado de una particula de masa m en el instante de tiempo t viene
biunivocamente determinado por la funcién de onda W(r,t). La
densidad de probabilidad de encontrar la particula en el instante t en
la regién del espacio de volumen d37 alrededor del punto 7 es

FP(F) = [ (F. t) 2d°F
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Postulado 1

El estado de una particula de masa m en el instante de tiempo t viene
biunivocamente determinado por la funcién de onda W(r,t). La
densidad de probabilidad de encontrar la particula en el instante t en
la regién del espacio de volumen d37 alrededor del punto 7 es

FP(F) = [ (F. t) 2d°F

Para que el postulado 1 tenga sentido debe ocurrir que para cada t fijo

/|\u )Pd3F =1,

donde 2 es aquella regién accesible a la particula, es decir, la regién
donde con certeza absoluta puede estar la particula (en general dicha
regién sera R3). Lo anterior indica que, para cada t, la funcién W es
de cuadrado integrable y esta normalizada a la unidad. Al espacio
vectorial de las funciones de cuadrado integrable lo denotaremos por
L2(Q) o simplemente L2.
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Postulado 2

Para explicar los fendmenos de interferencia y difracciéon de electrones
que mencionamos en el apartado anterior se ha de introducir un
segundo postulado fundamental:

Para cada t el espacio de las funciones de estado es un subespacio
vectorial del espacio L?(f). Es decir, para cada t, si W1 y W5 son
funciones de onda, entonces

VOél,OQ G(C, \U:Ozl\U1+Oé2\U2,

es una posible funcién de onda, es decir, V puede representar un
posible estado del sistema.
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Postulado 2

Para explicar los fendmenos de interferencia y difracciéon de electrones
que mencionamos en el apartado anterior se ha de introducir un
segundo postulado fundamental:

Para cada t el espacio de las funciones de estado es un subespacio
vectorial del espacio L?(f). Es decir, para cada t, si W1 y W5 son
funciones de onda, entonces

VOél,OQ GC, W:a1W1+a2W2,

es una posible funcién de onda, es decir, V puede representar un
posible estado del sistema.

Lo anterior indica que, para cada t, cualquier combinacién lineal de
funciones es una (posible) funcién de onda. Ello implica ademds que
la ecuacién de evolucién que gobierne o determine las funciones de

onda ha de ser lineal.
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Postulado 3

La funcién de onda viene determinada por la ecuacién de Schrodinger

LOW(Ft)  R? - > (7
IHT = —EAW(I’, t) + V(r) t)w(r’ t)’

donde A es el laplaciano en R3, y V es el potencial al que
estd sometida la particula.
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Postulado 3

La funcién de onda viene determinada por la ecuacién de Schrodinger

L OV(Ft) h? . . .
'hT = —EA\U(r, t)+ V(F, t)V(r,t),
donde A es el laplaciano en R3, y V es el potencial al que

estd sometida la particula.
La ecuacidon anterior se suele escribir de la forma

ov(rit) o

iR HVY(r, t
! ot (7. 0),

donde H es el operador correspondiente al hamiltoniano del sistema.
En nuestro caso estd claro que es
2

. I3 ~
H:=——A+V(rt)l.
2m + (r7)
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Resolviendo la ecuacion de Schrodinger

El método de Nikiforov-Uvarov
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

La ecuacién hipergeométrica generalizada

" 7(2) a(2)

u'(z)+ () u'(z) + 2(2)

siendo 7(z) un polinomio de grado a lo mas uno y o(z) y o(z)
polinomios de grado a lo mas dos.

u(z) =0, (EHG)
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

La ecuacién hipergeométrica generalizada

u'(z) + @u'(z) + ) u(z) =0, (EHG)
o(z) 0%(2)
siendo 7(z) un polinomio de grado a lo mads unoy o(z) y o(z)
polinomios de grado a lo mas dos.

o(z
2(z

Hagamos el cambio u(z) = ¢(z2)y(z),

s 8@ FD\ e (D) SR FD)N
et (2 o(2) +ﬁ> v *( o(2) T a(2)0(2) +az(z>> y(z) =0
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

El objetivo del cambio es convertir la ecuacién anterior en una mas
sencilla —o por lo menos menos complicada— que (EHG). Comparando
ambas:

J'(2) + %u’(z) + 52((22)) u(z)=0
s 8@ @D\ L (6D SR HD))
Vi@t <2 o(2) *ﬁ) y(@)t < o) T H2)o2) +az(z)> y(z) =0

debemos tener
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

El objetivo del cambio es convertir la ecuacién anterior en una mas
sencilla —o por lo menos menos complicada— que (EHG). Comparando
ambas:

J'(2) + %u’(z) + o(2) u(z)=0

S HE) FD) . (6 SR FD)
Vi@t <2 o(2) +o(z)> Y (Z”< o) T H2)o2) +az(z)> y(z) =0
debemos tener

A D) e @) @) - _al(2)

2) _ ) _ _
02 T T e ° W) 20 o)

siendo 7 un polinomio de grado a lo mas uno y, por tanto, 7
polinomio de grado a lo mds uno.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Es decir la ecuacién original

() + 22w+ 28 iy = o

o(2) o2(2)
se transforma en una equivalente
" @ (7 E(Z) _
V(&) 4 LY@+ S =0,
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Es decir la ecuacién original

() + 22w+ 28 iy = o

o(2) o2(2)
se transforma en una equivalente
" @ (7 E(Z) _
V(&) 4 LY@+ S =0,

7(z) = 7(2) + 27(2),
7(2) = 3(2) + 7*(2) + 7[7(2) — o'(2)] + 7'(2)0(2).

i Cémo usamos esto para resolver la ecuacién original?
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio o, es decir que

a(z) = Mo(2)
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio o, es decir que

a(z) = Mo(2)

Ello es posible pues & tiene dos coeficientes indeterminados —los
coeficientes del polinomio m—y X es una constante a determinar, lo
que nos conduce a tres ecuaciones —al igualar los coeficientes de 7 y
o— con tres incognitas.

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a la Mecdnica Cudntica



La ecuacién hipergeométrica generalizada

Como @ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que
sea proporcional al propio o, es decir que

a(z) = Mo(2)

Ello es posible pues & tiene dos coeficientes indeterminados —los
coeficientes del polinomio m—y X es una constante a determinar, lo
que nos conduce a tres ecuaciones —al igualar los coeficientes de 7 y
o— con tres incognitas.

Hecho esto, nuestra ecuacién se transforma en

la ecuacién hipergeométrica

o(z)y"” +7(z)y’ + Ay = 0.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Pasemos a calcular 7 y A. Como @ = Ao (z), entonces
5(2) + 72(2) + 77 (2) — o’ (2)] + 7'(2)o(2) = Ao(2),
0, equivalentemente,

w%(2) + [7(2) — o(2)In(2) + {5(2) — [N — 7'(2)]o(2)} = 0.
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

Pasemos a calcular 7 y A. Como @ = Ao (z), entonces
5(2) + 72(2) + 77 (2) — o’ (2)] + 7'(2)o(2) = Ao(2),
0, equivalentemente,

w%(2) + [7(2) — o(2)In(2) + {5(2) — [N — 7'(2)]o(2)} = 0.

Supongamos que k = A\ — 7/(z) es conocido, entonces tenemos una
ecuacién de segundo orden para 7(z). Luego
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La ecuacién hipergeométrica generalizada

= ZETEL (7O TN ko,

pero m(z) ha de ser un polinomio de grado a lo sumo uno, por tanto
el polinomio

o'(z) —7(2)

T(z) = <f>2 — 5(2) + ko(2)

ha de ser un cuadrado perfecto, es decir su discriminante debe ser
cero, lo que nos conduce a una ecuacién para encontrar k. El k
encontrado lo sustituimos en (*) y obtenemos 7(z), el cual nos
conduce directamente a A\ = 7/(z) + k.
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Propiedades de la ecuacién hipergeométrica: Ortogonalidad

La ecuaciéon hipergeométrica

a(z)y” +7(z)y’ + Ay = 0.

b
Si Xka(x)p(x)‘a =0, para todo k > 0.

Entonces las soluciones polinémicas la Ec. Hip. constituyen una
sucesién de polinomios ortogonales (SPO) respecto a la funcién peso
p definida por

la ecuacidon de Pearson

[o(:)p()]" = 7(x)p(x)

b
| Palo)Pax)p(x)dx = 80.m.

donde d,, 1, es el simbolo de Kronecker y d,, la norma de P,.
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Propiedades de la ecuacién hipergeométrica

Si queremos que la funcién peso sea positiva e integrable en el interior
del intervalo de ortogonalidad y suponemos que o(x) > 0 en dicho
intervalo se puede comprobar que el polinomio 7 ha de cumplir dos
propiedades importantes:
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Propiedades de la ecuacién hipergeométrica

Si queremos que la funcién peso sea positiva e integrable en el interior
del intervalo de ortogonalidad y suponemos que o(x) > 0 en dicho
intervalo se puede comprobar que el polinomio 7 ha de cumplir dos
propiedades importantes:

@ En primer lugar la derivada de 7 ha de ser negativa. Esto es
particularmente importante en los casos cuando 0 =1y o = X,
que corresponden a intervalos de ortogonalidad no acotados,

@ 7 ha de anularse en el interior del intervalo de ortogonalidad. Ello
es consecuencia de que P;(x) = By7(x) y de las propiedades de
los ceros.
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La ecuacion de Schrodinger y

los polinomios ortogonales clasicos
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

Pn(x) || Hn(x) L5 (x) Pa(x)
o(x) 1 x 1-x°
7(x) | —2x | —x+a+1|—(a+B8+2Qx+B—a
An 2n n n(n+a+ [ +1)
p(x) || e x®e™X (1 —x)*(1 + x)?
a>—1 a, > -1
B, (—21n)” (—1)" (=1)"

(n+a+p+1),
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

() ol 7

x2>, n=2m

Hn(x) =
m 3 —m 2
(—1) — x1Fq 3 |xX7), n=2m+1
2) m 2
(-1)"T(n+a+1) —n
19(x) = F
n(x) Ma+1) a1 [f)
2"(a+1), —nn+a+p+1|1-x
POl7B — F ) .
n(x) (nta+p+1),? 1< a+1 ‘ 2 )
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Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

() ol 7

x2>, n=2m

Hn(x) =
m 3 -—m 2
(—1) — x1Fq 3 [xX7], n=2m+1
2) m 2
(-1)"T(n+a+1) —n
19(x) = F
n(x) Ma+1) M a1 %)
2"(a+1), —nn+a+p+1|1-x
po-B = F ’ .
n () (n+atB+1)n° 1< a+1 ‘ 2 )
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Un teorema esencial

Teorema

Los polinomios de tipo hipergeométricos (cldsicos) pn(x) son las
tnicas soluciones de la ecuacion hipergeométrica

a(z)y" +1(z)y’ + Ay =0
tales que las funciones
¥n(x) = v/ p(x)pa(x),

donde p(x) es la funcion peso con respecto a la cual los p, son
ortogonales, son acotadas y de cuadrado integrable en (a, b),
siendo (a, b) el soporte de la funcién peso.

Renato Alvarez-Nodarse Una introduccién a la Mecdnica Cudntica



Ejemplos: El oscilador arménico cudntico unidimensional

Partimos de la ecuacién de Schrodinger para el oscilador arménico

h? 1
—%w”(x) + Emw2x2\u(x) =EV(x), xcR.
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Ejemplos: El oscilador arménico cudntico unidimensional

Partimos de la ecuacién de Schrodinger para el oscilador arménico

h? 1
—%w”(x) + Emw2x2w(x) =EV(x), xcR.

Haciendo el cambio x = y/h/(mw), E = hwe/2, se transforma en la

ecuacion
V7€) + (e = E)W(E) = 0,

que obviamente es del tipo hipergeométrico generalizado

J'(z) + %u’(z) + :2((22)) u(z)=0

con 7€) =0, 7(€) = 1y 5(¢) = — €.
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El oscilador arménico cuantico unidimensional

) =00 =1y5(§) =c—¢
¢'(z) _m(2)

#(z)  o(2)

k=X—7'(2), 7(z)=7(2)+ 2n(2),

"(2) —7(z o'(z) — F(z)\ 2
(=TT (7O OV ) oy
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El oscilador arménico cuantico unidimensional

) =00 =1y5(§) =c—¢
¢'(z) _m(2)

=A-m(s). @)= +2(a). T =0

"(2) —7(z o'(z) — F(z)\ 2
(=TT (7O OV ) oy

o
_ |2 e _ _
Ve Jnt Ho(€), e=2n+1, n=0,1,2,....
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El oscilador armdnico: soluciones de la ES

Wy [?

X

6 -4 I 6 6 -4 -2 3 4 6

Figura: Estado fundamental Wy y excitado W; del oscilador arménico.
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El oscilador armdnico: soluciones de la ES

2 2
|Ws |W1o]
0,5 0,5
0,4 0,4
0,3 0,3
b 072
, 1
=6 -4 —2 > 1 6% =6 —4 -2 2 4 6%

Figura: Estados excitados W,, n =2 y n = 10 del oscilador armdnico.
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El &tomo de hidrégeno

2
— ;—mAW(r,H,qS) + V(r)V(r,0,¢) = EV(r,0,¢),

con V(r) = —a/r, mla masa del electrén, ¢ € [0,27), 6 € [0, x].
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El &tomo de hidrégeno

2
- ;—mAW(r,G,gb) + V(r)W(r,0,¢) = EVW(r,0,9),

con V(r) = —a/r, mla masa del electrén, ¢ € [0,27), 6 € [0, x].

r2or \U or r2 \ senf 00 06 sen20 0¢2 )’
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El &tomo de hidrégeno

2
—g%AW@&¢y+WQWUﬁ40:EW@9@%

con V(r) = —a/r, mla masa del electrén, ¢ € [0,27), 6 € [0, x].

r2or \U or r2 \ senf 00 06 sen20 0¢2 )’
o bien

1
A=A+ 54,

donde

10 /,0 ) 0 1P
A== (20 A= L 9 (ol )y 1 &
ﬂw(r&>’ : wmw<W1m>+%#MW

denotan a los laplacianos radial y angular respectivamente.
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El &tomo de hidrégeno

B4 50| V(0.0) + - A0 0,6) =0,
donde v(r) = 2m/R2V(r)y ¢ = —2m/K2E.
Separando las variables W(r, 8, ¢) = F(r)Y (0, ¢)
DY (0,0)+ 1Y (0,0)=0, AF(r)+ [e=v(n) -5 F(r =0,

donde u es cierta constante a determinar.
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El &tomo de hidrégeno

B4 50| V(0.0) + - A0 0,6) =0,
donde v(r) =2m/h?V(r)y ¢ = —2m/h?E.
Separando las variables W(r, 0, ¢) = F(r)Y (0, ¢)

DY (0,0)+ 1Y (0,0)=0, AF(r)+ [e=v(n) -5 F(r =0,
donde u es cierta constante a determinar.
Comencemos por la primera. Sea (SV) Y (6, ¢) = ©(6)P(o)
*"(9) +vo(¢) =0,
sen 0% < sen %?) + [usen? 6 — v]0(0) = 0,

donde v es cierta constante.
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El &tomo de hidrégeno

B4 50| V(0.0) + - A0 0,6) =0,
donde v(r) =2m/h?V(r)y ¢ = —2m/h?E.
Separando las variables W(r, 0, ¢) = F(r)Y (0, ¢)
DY (0,0)+ 1Y (0,0)=0, AF(r)+ [e=v(n) -5 F(r =0,
donde u es cierta constante a determinar.
Comencemos por la primera. Sea (SV) Y (6, ¢) = ©(6)P(o)
*"(9) +vo(¢) =0,

o ([ 00(6) ) _
sen 9% < sen W) + [pusen< 0 — v]©(0) = 0,

donde v es cierta constante. Ejercicio: Resolver ambas eq.
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El &tomo de hidrégeno

Solucién de la parte angular: los arménicos esféricos

1
V2T

Ylm(97 ¢) =

Y} = coso 9= 3cos’6-1

0
¥5=1

Syl = coso sing sing Y3=5c0s%0-3c050 “yl=(5c0s?6-1)sine cose
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El &tomo de hidrégeno

Finalmente la parte radial tiene la forma

AF(r) + [ (-1 1)] F=0. &=5p <2§>

2
2

Como %% (rzag—(rr)) = %g—r[rF(r)], hacemos F(r) = R(r)/r

R(r) + [i—m <E+ %) - ’(’; 1)] R(r) = 0.

Haciendo el cambio ¢ = r/ag, donde ag = h?/(ma) obtenemos

R"(C) + [2 <s + %) - /(/; 1)} R(¢) = 0.
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El &tomo de hidrégeno

R"(C) + [2 <e + %) - ’(/g; 1)} R(¢) = 0.

Esta ecuacion es del tipo

u"(2) + %u'(z) + 052((22)) u(z) =0

con

o(Q)=¢, () =2:2+2(—I(I+1), 7(¢)=0.
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El &tomo de hidrégeno

o(Q)=¢ () =2eCC+2¢—I(I+1), 7()=0.

= \—7(z (2) =7(z ™z qb/(Z):@

=A-m(s). @)= +2(a). T =0
"(2) — 7(z o'(z) —7(2)\?

ﬂ(z):wiﬂ%) () + ko2
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El &tomo de hidrégeno

o(Q)=¢ () =2eCC+2¢—I(I+1), 7()=0.
¢'(z) _ m(2)

#(z)  o(2)

k=X-1'(2), 7(2)=7(2)+2n(2),

"(z) —7(z o'(2) — 7(2)\ 2
W(z)zwi\ﬂM) —5(2) + ko(z)

6225,7,/:—2 nl=0,1,2...

(n+1+1)%
Fijados ny /, la solucién es x = 2,/—2¢,, /(¢

_ 1 141 —x/2 2141
Rni(C) = \/(n+/+1)2n!(2n+/+1)! e LT (),
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El atomo de hidrégeno: soluciones de la ES

|":‘>n,/|2
0,5
04
0.3 —— [Rool?
0,2
0,1
’ X

5 10 15 20 25

Figura: Estado fundamental del 4tomo de Hidrégeno.
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El 4tomo de hidrégeno: soluciones de la ES

|Rn,1|? — [Ruol?
0,5 —_— ‘R171|2
0,4
0,3 — |Ruaf
0,2
01

X
10 20 30 40 50

Figura: Estados excitados n =1, /| =0, 1,2 del &tomo de Hidrégeno.
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Si usted piensa que entiende a la mecanica cudntica... entonces usted
no entiende la mecanica cudntica. Richard Feynman
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Si usted piensa que entiende a la mecanica cudntica... entonces usted
no entiende la mecanica cudntica. Richard Feynman
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