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Polinomios ortogonales en la recta real

<> Ecuaciones diferenciales de orden dos — | Soluciones

O/méf@ m@

Propiedades de ortogonalidad

Vmﬁn%ﬁw — Magnitudes fisicas medibles —— &%&

=> Problemas periodicos — Polinomios trigonometricos

— Polinomios complejos



széfm >

, 4
=>» Problemas periédicos = «——  Problemas discretos

Polinomios ortogonales en la recta real

Problemas continuos



Producto escalar

(9, 4), = / p(2)a@)du(z), pgeCle

Soportede # — R

Matriz de Gram

R=—» 2=2Z2Z — Gnm:/2n+mdﬂ(z) Hankel
R

T —> Z=21—> Gn,m — / Zn_md/L(Z) Toeplitz
T



Producto escalar. Matriz de Gram

R

1,7 =0,1,2,3,4 h1

H:(Hi,j) > > H =\ ho
Hij = hiy; s

T

T = (T; ;) i,j=0,1,2,3,4

t
= > 7= |
Lij=ti— ’f

Toeplitz



Producto escalar

Matriz de Gram Gy = (27, 2™)

Significado fisico  ——  Correlacién entre los lugares m y n

—

[ Independiente de la eleccion del origen ]

Gnm — ——» Dependiente de 10— M

Leyes naturales —> Matrices de  Toeplitz



Polinomios ortogonales en la recta real y matrices de Jacobi

» Measure dy on R — {1,2,2%, 2°,...} Gram_SChmIdt> (pn) ONP

» TTRR
TP () = Any1Pn1(x) + bnp1pn(z) + anpn-1(z), n€Zy, p-1=0

» Jacobi matrix

/ bi aq \ @ C.G.Jacobi
ar by as (1804 -1851)
J = az bz as
Matematico
\ ) aleman

P————

» TTRR: Matrix form

zp(x) = JIp(x) p = (Po,P1,p2,--.)"




Polinomios ortogonales en la recta real

TPn(T) = Gny1Pn+1(T) + bpy10n(T) + anpn—1(x)

Ecuacion en diferencias de orden dos

Representacion matricial —» Matriz de Jacobi

; Ecuacion en diferencias de orden dos ?

¢ Representacion matricial ?



=> Notacion P = C|z], P, =(1,z,2%...,2")
AN=Clz71 2], Apn= (2" 02",
T={ze€C||z| =1}
D={ze€C||z| <1}

' —> Medida de Borell positiva en T

=> Producto escalar en A

(9, 4), = /O Cp(e)a(@)du(0), g e A



Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt {1, z, 22, 2"

{Pn}n>0 Base ortogonal de P

Pn = Pn \ ]P)’n,—l

(pn, pm)u =0 si n 72 m Equivalentemente
(pn, %), =0 si k=0,1...,n—1
Paracada # en T {pn}nZO SPO

Unica salvo factores no triviales



Polinomios ortogonales en la circunferencia unidad

=> Unica salvo factores no triviales

Dada {Pn}n>0 SPO en T respectode [

1Gn n>0 es SPO con respecto de [t <=> @, = A\pPn, An € C*



“ollnomIios ortonormailes en la circunftferencia unic

=> Para cada medida # en T == Existe una Unica (¢n)n20 SPOM

O Kn = 1/H¢nH

O Yn=~*knPn => |pnl]l=1  SPON

=> Ejemplo. Medida de Lebesgue
pu(0) =0
(va Zm),u — f()27T ei(n—m)de — 27‘-5nm

¢n(z) = z" @n(z) — :

Z

V2m




Polinomios ortogonales en la circunferencia unidad

=> Producto escalar en A

(P, @) = /0 WP(Z)Q(Z_l)dN(Q)a p,ge AN, z=¢e"

=> Propiedades



Polinomios ortogonales en la circunferencia unidad

=> Operador de multiplicacién en P

IIp: P—>P
p(z) — zp(z)

=> Propiedades

O Isometrico

O SlJ_SQ < HP(Sl)J_HP(SQ), Sl,SQ C P



Relacion de recurrencia

—=> Operador de multiplicacion [p: P— P
p(z) = 2p(2)

=> Relacion de recurrencia

2bn(2) = i1 (2 +chk¢k N es an buen camine...

OK/J/MW
200 (2) = Pni1(2) + hp(2), h, € P

6u11(2) = 200(2) + 61 (065(2) | (612) = 5,7
pﬂéww /%M




cuacion en diferencias

Eliminando Pr+1(2) = 200 (2) + On+1(0)¢, (2)

¢>I<
n *

Ony1(2) = 05,(2) + On41(0)20n(2)

> Ecuacion en diferencias de orden dos

> Operador *

(a’n 1 T+ anz)¢n(z) — angbn

1(2) + (1 = |an|*)an

1Z§bn—1(z)

([ Wrimelres ZJ@@ an = ¢ (0)

Condiciones iniciales:  ¢o(2)

l, ¢1(z)=z2z+a1



Polinomios ortonormales. Relacion de recurrencia

=> Polinomios ortonormales Pn = KnPn (’in — 1/H¢n”>
On(2) = Kpz" 4+ -+ + Kpay

=> Relacién de recurrencia
20n-1(2) = pnn(2) — anpy_1(2), n=>1

907*1(2) — an%pn(z) T ,OnSOZ_l(Z), n>1

<pn L A I RN 1>
Kn




Formula de Christoffel-Darboux

_ Pnt1(2)Pn41(Y) = Oni1(2)ont1(y)
1 — 2y

<(90n)n>o Sucesion de polinomios ortonormales >



U

Funcional lineal hermitiano en

Funcional sesquilineal

A (ulz™"] =)
(v )u : AXA—=C

(f,9)u =ulf(2)g(z7)], f.g €A

Cuasi-definido si existe {p,}n>0 SPO

Pn = Pn \ IPDn—l

(pnapm)u — lnén,ma an, # 0

Definido positivo si [,

> ()



Teorema de Favard

Dada (Dn)n>0 M Ui relgcisn do recorrencia
On(2) = 2¢n-1(2) + an@;,_1(2)

@éﬂf&wW U W/Wﬂ/%m/ (¢n)n20

© 0 O O O O O O O O O O



Parametros de Schur

=> Propiedades

2

ot an|?

2
R

K

O

O (an)n>1 CD

':{> ZD% (an)n21 C D WW (¢n)n20 SLPOM

On(2) = 20n-1(2) + and, _1(2)

(an+1 + an2)dn(2) = andni1(2) + (1 = lan|*)ans12¢n-1(2)




Construccion de familias de POM

1
a, = > 1
® R =
AN n n_lln—an .. I 1
Pn(2) = 2" A n—l—lz | n—l—lz i n+1

du(8) = sin*(6/2)d0



€ros y medida de ortogonalidac

=> Relacién de recurrencia —> Construccién de familias de PO

;Recuperacion de la medida de ortogonalidad?

=> Relacidn de recurrencia —> Ceros

\ Medida de ortogonalidad

=> (¢n)nzo SPO —» Ceros en el disco unidad



Medida de ortogonalidad

/
=> _Funcién de Carathéodory /;
/
i+ 2
F() = [ Fdutt)
F(z)=1 —I—QZﬁjzj, [ = / Zdu(z)
j=1 B
/\
F(z)= hm
=> Funcién de Schur
1 -F(z)

fz) = 1+ F(2)




<> Funcion de Caratheodory - Funcion de Schur <>

Permiten recobrar la medida de ortogonalidad

do

= du(e’?) = w (9)%+dus( e'’), 0 € (—m, ],

I —7r -
’L90 _ 100
Q_h%lgepb }) = lim ——F(re E
4

Puntos de masa

f

=0 «<— R —
> & ) r 1+ f

0




Medida de ortogonalidad

Ejemplos

=> Medida de Lebesgue
a, =0, n>0 — ¢p(2)=2"—>F(z)=1—>pu(f) =106

=> Polinomios de Bersntein-Szego

{al =a On(2) = 2" (2 + a)
an =0, n>2 ~ —az+1 L
F(z) = - flz)=1az
1 —|al?
6 , _
w(0) 1 — qei?]? dps =0



Méetodo de “ida y vuelta”

(an)n>0 +—oo————— U

RR

Luis Vigil
1914 -2003



H Simeétrica —> Sz ()

(PS reales)

/P(az)d(Sz(u)(az) = /P(z + 2z Ndu(z), VPP

Polinomios ortonormales en la recta real



(e) ) — Z_n(gpén(z)_l_@?n(z)) L
() = V2(1 +ag,)(z7t —2) T pe = S2()

Gabor Szego

_ 2 M(95,(2) = wan(2))

— duo(z) = (4 — 2%)dpe ()

V2(1 —agy) (271 — 2)

Polinomios ortonormales en la recta real (p;‘?))nm, (pq(f,,o))n>0
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Matrices de Hessenberg

Coeficiente de "1 > dp.n+1 = Pnt1, 1 >0

Coeficientede 2/, 0<j<n, n>0




Representacion de llp respecto de la base

si)=0,1,...,n—1

(

dpj =

Complicada dependencia de los parametros de Schur

Matrices de Hessenberg

doo do1 0 0 0
dip di1 diz O 0

_anan—l—l

Pn+1

No es una matriz banda

dog do1 dog dos 0

—Pj+1Pj+2 - - - PnGjln41

(9071)7?20

S17 =n

si)=n-+1

Karl Hessenberg

No siempre representa el operador de multiplicacion completo



Matrices de Hessenberg

® Ejemplo

® No es una matriz banda
® No representa el operador de multiplicacion completo

® No es unitaria



Matrices de Hessenberg y ceros

® OnN esel polinomio caracteristico de Hy

po(2) ( 8
(zIn — HnN) 901:(2) = 0 , N>1
pr-1(2)/ \veon(2)

e Regla de Cramer

- det(zIN_1 — /HN_l)

pN-1(2) = det (21 — Hy) PNON(Z)

® Induccion on(2) $1(2) _
det(zIny — HnN) B det(z1; — H1) Qpn h %n¢ﬂ>




Szegd’s Theorem

“The elegance of a mathematical theorem
is directly proporcional to the number of independent ideas one can see in the theorem
and inversely proportional to the effort it takes to see them”™

G.Polya, Mathematical Discovery, 1981

Theorem et dp = w(é’)% +dus  andlet  {Gnjn>0

the Shur parameters of (. Then

O

[10 - o) =ew ([ tostwo)ye )

j=0

H Unitaria < IP:LZ(T) < Z\an\Q:oo

n=0



Matriz de Hessenberg

Complicada dependencia de los parametros de Schur
No es una matriz banda
No siempre representa el operador de multiplicacion completo
H no Unitaria zP C P
H  Unitaria <= P= Li(T)

l

Operador de multiplicacion en A ...

. Otra representacion matricial mas sencilla?




Polinomios orfogonales de Laurent

P L Medidaen T

P {1,z,271,2%,27%,...} Basede A

D Proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt >
(Xn)nzo Base ortonormal — SPONL
. X’n E Ln \ Ln—]_ <]L’2n .= A—’n,n : I[42fn,—|—1 c= A—n,n—|—1>

O (Xme)u =0 st n#m Equivalentemente

(X2n—|—1,2k)u =0 st k=—-n,...,n



Polinomios orfogonales de Laurent

Relacion con PO

> K Medidaen T, (Xn)nZO Sucesidn en D

Definimos yZd

Entonces

(Xn)n>0 O .
\ CMW /




Polinomios ortogonales de Laurent

(Xn)nz0 = (Pn)ne




Polinomios orfogonales de Laurent

Representacion matricial

p Operador de multiplicacion  IIp : A — A
f(z) = zf(2)

(X’n)nZO Base orfonormalen A

Representacion matricial

C’n+2)

<Xn ) — E 7Tnka(Z)a Tnk € C
k=n—2

Penta-diagonal  Ciéleuls de les codficientes. .




Polinomios orfogonales de Laurent

Dada (On)n>0 SPO  <«—= (Xn)n>0 SPOL

in(Z) — Z_nspén(z)a T 2 0
X2n—|—1(z) — Z_n902n+1(z)7 n >0

\osi /

Relacion de recurrencia

20n-1(2) = pn@n(2) — anpy,_1(2)




Polinomios orfogonales de Laurent

Relacion de recurrencia  (¢n)n>0 SPO <+—= (Xn)n>0 SPOL

X2n—1(z) — Z_n_l_lSOQn—l(Z)a n > 1
Xon(2) = 27 "5, (2), n >0

N\

* ZX2n (Z) — ZQ—RSDZn—l(Z) — Zl_n(anSDZn(Z) — a2n¢§n—1(z))

* ZX2n—1 = P2nP2n+1X2n+1 — P2nA2n+1X2n RR

— A2n—102nX2n—1 — P2n—102pX2n—2 S-términos




Polinomios orfogonales de Laurent
c>

—Oor’ronorm

Operador de multiplicacion  IIh : A — A < )50 Base
f(z) = zf(2)

Representacion matricial

—pP102 —p2a3 P23

P1P2 aip2  —asa3z G203
C= —pP3Q4 —Q3Q4 —P405 P4P5
P34 Q3Pa  —a405 Q405

p Penta-diagonal
» Sencilla dependencia de los pardmetros de Schur

P Siempre representa el operador de multiplicacion completo



Polinomios orfogonales de Laurent

Representacion matricial

Operador de multiplicaciéon I[Ipn : A — A

Xn(2) = 2Xn(2)
Composicion de

- A — A I A — A
Xn(2) = 2Xns(2) Xn+(2) = Xn(2)

I, = 41



Polinomios ortogonales de Laurent

(Xn)nz0 = (Pn)ne

Relaciones enire POL

d

(e 10) o, (vn-s)) o= (1 o)

X2n(2) X2n+(2)

Xzns(2) ) — Oz 41 ( Xan(2) ) (F.(2) =

X2n+1 * (Z) X2n+1(2)



Polinomios orfogonales de Laurent

HE&):A%A HE\Q):A%A
X'n(z) —7 ZXnx* (Z) Xnx (Z) — Xn(z)
©; O 0 1 0 0
0 @3 0 0 @2 0
0

0 Oy

Matriz pentadiagonal : Producto de dos fridiagonales



PO en la circunferencia unidad y matrices CMV

) PN Polinomio caracteristico de Cy

(Z]N — CN)XN(Z) — bN(Z)

//

Xn(z) = AN=D/2] (xo(2)x1(2) - XN—1(Z))T

on 2T yva(2) (0,0,...,0, D)7
bN(Z) .=

PN Z

P Regla de Cramer & Induccidn & Relacion entre ©n, ON, XN

N par

1_|_[N2—1

| xn(z) (0,0,... 7,0N—15N—1)T7 N impar



PO en la circunferencia unidad y matrices CMV

P Truncacién unitaria de C

—aq P1
—p1a2 —aijGz —pP20a3  P2P3
P1P2 aip2  —a20a3 G203
- —p3a4 —Qa3Q4 —pP445  P4P5
pP3p4  A3ps  —QA4G5 Q4pP5

Polinomio caracteristico ¢y — Polinomio para-ortogonal

D Cerossimples, entrelazadosy en T



Matrices CMV

» Measure du in T — {1,2,27%,2%,272,...} Gram-Schmidt,

» F'TRR

ZX2n—1 = P2nP2n+1X2n+1—P2n02n+1X2n —a2n—102n,X2n—1—P2n—102nX2n—2

ZX2n = A2nP2n+1X2n+1—020,02n+1X2nTA2n—1P2nX2n—1TP2n—1P2nX2n—2

» CMV matrix

( —aq P1
—p1a2  —aia2 —pP20a3  P203
P1P2 aip2  —asasz  aspP3

P34 a3 pP4

(@) Schur parameters,

» F'TRR : Matrix form

—pP30a4 —A304 —pP405

—Qa405

P4P5
a4ps

Pn = (1 - ‘an‘)l/Z

X — (XO7X17X27 ..

(xn) ONLP

)t



OPRL Laurent OPUC
p = (pn) X = (Xn)
' 3RR ' 5RR
zp(z) = Jp(x) zx(z) = Cx(z)
* %k
[ \ P \
=]t
>k
JACOBI CMVY
auto-adjunta 3-diagonal unitaria 5-diagonal

CMV matrices: unitary analogue of Jacobi matrices



CMV - Aplicaciones

( Teoria espectral j Teoria de operadores «——» Teoria de PO

— Schur flows

( Sistemas integrables) \ Ablowitz Ladik
owitz Ladi

( Teoria de Aproximacion ) c Fﬁ{/”m%é é cwadratura >

e RIS I B 0 0 B
RERREE



CMV - Aplicaciones

( Sistemas integrables j —> Schur flows

™~ Ablowitz Ladik




Matrices de Jacobi y sistemas integrables

{> Toda Lattice

!

En — (%27, — a%—l)

{an — an(bn—|—1 — bn)

(> Parde Lax J =[T,P] P=J —-J_= —as 0 as
\ —asg O a4/
l Darboux
i K(t) Toda?
> Medida dp(z,t) = e *" du(z,0)
l Darboux

dv(x,t) = p(x)du(x,t) = e ™ p(x) du(xz,0) = e " dv(x,0)

Darboux & Jacobi: Una forma de generar soluciones de Toda



Matrices CMV y sistemas integrables

S% Schur flows > a, =

(1 —lan|?) (@ne1 — aGn_1) (L.Golinskii, 2006)

Ablowitz-Ladik —1Qn,

(1 — ’an|2) (an+1 - an—l) <

H

S%  Lax Pair 1|C = [7(Re(),C]

lT C = [r(ReiC),C]

<

(Thesis |.Nenciu - Caltech, 2005)

ReC = %(C—I—CJF)

(M) = PPM — P.M

%  Medida > |du(z, t)

_ G_t( z4+ z7 1) d,d(Z, O)

!

Darboux

I

dv(z,t) = 0(2)du(z,t) = e G270 0(2) du(z,0) = e T2 du(z, 0)




Matrices CMV y sistemas integrables

S%  Schur flows

Ablowitz-Ladik

H

* Lax Pair C _ [C, W(RG()\C))] ReC = % (C —|—C+)
l T (M) = PPM — P.M
Y% Medida du(z,t) = et ) du(z,0)

l Darboux T

dv(z,t) = 0(2)du(z,t) = et Q7227 0(2) du(z,0) = e tO=+2=71) qu(z, 0)




Polinomios ortogonales en la recta real

Operadores autoadjuntos Toda Lattice

Polinomios ortogonales en la circunferencia unidad

Operadores unitarios Schur flows
Ablowitz Ladik
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