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Introduccon

Estas notas corresponden a un curso de introduccon a la Meda cuantica. En
el se pretende dar una idea general de ®mo surgo la Me@nioaantica a principios
del siglo pasado (XX) y exponer algunos de sus principales principiassde un punto
de vista \matenatico". El trabajo estaa dividido en tres partes.

En la primera se describia la evolucon de la teora cuantica desdesu concep-
con en en ano 1900 hasta la aparicon de la Me@anica cuantica deleisenberg y
Schredinger en 1926{1927, es decir, a partir de la idea revolucioi@ade Planck so-
bre los \quanta', la explicacon del efecto fotoekctrico por Einstein y la descripcon
de ladualidad onda-partcula de De Broglie, hasta la aparicon de las dos principales
teoras matenaticas: la me@nica matricial de Heisenberg y lane@nica ondulatoria
de Schredinger.

En la segunda parte introduciremos la Meanica Cuwantica de una ptcula
as como sus bases axiomaticas en un espacio de Hilbert separable

Finalmente, en la tercera parte discutiremos algunos de los netaslasados para
resolver analticamente la ecuacon de Schredinger.






Captulo 1

Breve introduccon a la me@&nica
casica

La Fsica se basa en medidas y observaciones experimentales de ddidad que
nos rodea, es decir, en cuanti car o caracterizar los distintos éenenos naturales
mediante expresiones cuantitativas o rumeros.

Estas propiedades medibles u observables se denominmagnitudes fsicas(e.g.
longitud, velocidad, energa, ...). El objeto o conjunto de obj®s a estudiar se deno-
mina sistema fsico (e.g. una partcula, unatomo, un coche, ...). Cuando conoceas
distintas medidas de un sistema que lo caracterizan por completo em mmomento
de tiempo determinado (e.g. la posicon y la velocidad de una partculde masam)
decimos que el sistema se encuentra en un cieeistadodado.

El objetivo de toda teora fsica es, por tanto:

1. Describir el estado del sistema fsico, es decir, dar una repeatacon cuanti-
tativa (materatica) del estado que lo de na biunvocamente.

2. Conocer ladirmmica del sistema, es decir dado un estado inicial en el momento
to conocer su evolucon temporal pard >t .

3. Predecir los resultados de las mediciones de las magnitudes fsideksistema.

La teora fsica en s misma esh en general constituida, desdel punto de vista
abstracto, por tres apartados:

1. El formalismo: Conjunto de smbolos y reglas de deduccon a piar de los
cuales se pueden deducir proposiciones y enunciados. En geneda tteora
comienza jando un cierto rumero deaxiomasconunmente denominado$os-
tulados

2. Ley diramica: Cierta relacon (o relaciones) entre algunos de Igsrincipales
objetos del formalismo que permitan predecir acontecimientos tubs.

3. Reglas de correspondencia o interpretacon fsica: Conjuntde reglas que per-
miten asignar valores experimentales a algunos de los smbolos deihfalismo.

1



2 Cap tulo 1. Breve introducci on a la mec anica cl asica

Como ejemplo ilustrativo vamos a describir la me@nica newtoniana.

En la meanica newtoniana el estado de un sistema viene dado poicehjunto
de trayectorias de todas las partculas que constituyen el sistemPor ejemplo, para
una partcula, el estado estam dado por la funcon vectorial#(t) 2 R? que denota la
posicon en cada instante de tiempd. Los observables son las magnitudes medibles
como la posicon+(t), la velocidadv(t) = d=df+(t)], la energa ciretica T = mv?(t),
etc.

La ley diramica en este caso es la segunda ley de Newton:

d*#(t).

me(t) = F(): At = — o

donde F es lafuerza resultante que actia sobre el sistema, i.e., es una ecuacbn
diferencial de orden 2. Finalmente, las reglas de correspondenda fevidentes" y
consisten en los valores nunericos de las proyecciones de los vestg, v, etc. sobre
los ejes del correspondiente sistema de coordenadas escogido.

Veamos un ejemplo de sistema fsico y algunas de sus propiedades.

Supongamos que tenemos una partcula que se mueve Rhbajo la accon de
una fuerzaF (x;y; z) que lo depende de las coordenadas (posicon). Supongamos
ademas que existe una funcon escalay (x;y; z) tal que

@V @V @V

F(x;y;z2)=r V(Xy;2) = @x @J @z

dondeT, Ty K, son los vectores unitarios correspondientes a los efey y z, respec-
tivamente. Entonces, usando el producto escalar esandar dies vectores tenemos

vnde= @V @v, ,6ev _ - -
F(x;y;z)df= @de+ @ydy+ @Zdz = dVvV(x)y;2):

Luego, el trabajo de la fuerz&= para mover nuestra partcula a lo largo de cierta
curva 2 R® se expresa mediante la integral

Z B
F(x;y;z)df= V(XY;2)

a
donde-ay D son los extremos de dicha curva. En particular, para cualquier carv
cerrada, 7 |
F(x;y,;z)dr=  F(x;y;z)d+=0:
Las fuerzas con estas caractersticas se denominan consewes y los correspon-
dientes sistemas: sistemasnservativos

La ran de esta denominacon se explica por lo siguiente: Si usasia segunda
ley de Newton

F(xy;z)ds= % (Mv) d+t = mvdv;
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luego
Z Z 1 b
F(x;y;z)dr=  mvdv= Emv2
a

Juntando esta expreson con la anterior tenemos

D

1
émv2+ V(Xy;z) =0; VvVi=w v

Es decir, la cantidad
E=TH+ V(®

vale lo mismo en los extremos de la curva . Como es arbitraria deducios queE
es una cantidad invariante en el tiempo. Esta cantidad se denominaegga me@nica
del sistema.T = %mv2 = % se denomina energa ciretica,V, energa potencial y
p = mv, impulso.

En la meanica cuantica el formalismo es muy distinto y es el objetiv de este
curso. Antes de pasar a discutirlo veamos brevemente otra forrda describir los
sistemas mea@anicoghsicos: El formalismo caronico o hamiltoniano.

1.1. Mea@nica hamiltoniana

Por sencillez seguiremos considerando el movimiento de unaunicatpala.

Vamos a suponer que el espacio fsico es un espacio de fasgp),(donde + =
(x;y;2) 2 R®y p = (px;py;p,) denotan las componentes del vector posicbn y
momento, respectivamente. De namos una funcomd dependiente de la posiconr
y el impulso p

HEED = 50+ B+ P+ V(xYi2);

que denominaremos hamiltoniano del sistema. Entonces, las ecuaediramicas
del sistema vienen dadas por las expresiones

dx  @H dpc = @H
dt = @p’ dt - @x
dy _ @H dp, _ @H
it - @p ot oy (1.1.1)
dz _ @H dp, . @H
@t @p @t @z

Est claro ®mo se generaliza el problema. Supongamos que ehfildoniano
depende de las coordenadasronicas ¢, ...0y Y Sus correspondientes momentos
p1, -..Pn - ENtonces las ecuaciones diramicas son

dg _ @H dp _ @H

it = @p It @ i=1;2;::0;N: (1.1.2)
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De esta forma la dirmamica queda determinada por\2 ecuaciones conl® inognitas.
Finalmente debemos destacar que, en general, las ecuacionesrianés son equiva-
lentes a las que se obtienen usando la segunda ley de Newton. As, si

HEED = 5 (0 + B+ P+ V(xYi2);

las ecuaciones (1.1.1) nos dan (lo incluiremos las ecuaciones pareolardenada

X)

dX_ @H — _ Px. — .
a__ _) Vy = —;  Px = Mvy;
E - —(@X _) E - —(@X_ Fx _) W = Fa

es decir, recuperamos las ecuaciones de Newton de la me@anicaicd

Dentro del formalismo caronico hamiltoniano hay una operacon deespecial
importancia para entender el paso de la Meanica chsica a la culina: las llaves de
Poisson

Se de nen las llaves de Poisson de dos magnitudes fsicas (u obshbles) A :=

caronicasqg y pi, i =1;2;:::;N, a la cantidad
X' @r@B @A@B
fA;Bg:= —— ——— 1.1.3
97 | @e@p @pe@s (119

Nbtese que las ecuaciones de Hamilton (1.1.2) se pueden escribir gom

d _ . ... 9 _ . .
a—fq,Hg, it =fp;Hg, 1=1;2:::;N:
Nbtese ademas que para las coordenadas caronicas se tiene
fg;q9=0= fpipg fa;pog= i: b =1:2::5N: (1.1.4)

En general se puede probar que la ecuacon de evolucon para tqyaer magnitud

fsica A es dA
rm =fA;Hg: (1.1.5)

1.2. Dos ejemplos representativos

1.2.1. El oscilador arnonico unidimensional

Comencemos con un sistema chsico de gran importancia: el osciladaoronico.
Asumiremos que el eje de coordenadas esh situado justo en laigon de equilibrio
del oscilador, luego poix representaremos la desviacon del sistema del punto de
equilibrio. En este caso
Pl

H(xp)= 5+ ékxz; (1.2.1)
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Figura 1.1: El oscilador arnonico

luego
@Hx;p). dp_ @HXxp) o)
dt - @p  dt @x
dx _ p, dp_ _ 0 _
riair kx =) mx%t)+ kx(t) =0
Sus soluciones son: r

k
t)=A it+ ), ' = —;
X(t) = Acos(t + ); —;
dondeA y dependeran de las condiciones iniciales, = x(0), vo = v(0) y esan
dadas porvp = !X gtan y Xo= Acos .

En la gura 1.2 representamos dos soluciones correspondientesses iguales
y amplitudes distintas. Notese que de la solucon no se deducen nimgtipo de
restricciones para los valores d& y

Si calculamos la energa:

1 1 1
E=T+V= ém[x(t)(fl2 + ékx2 = ékA2 = const.

De lo anterior se deduce que la energa tomados los valores reale§& = %kA2 0,
i.e., es una una cantidad continua.

X X
2 2

ot AR

Figura 1.2: El oscilador arnonico: soluciones

Obviamente este sistema es demasiado sencillo. Un caso nas realesael os-
cilador amortiguado, es decir, cuando hay rozamiento. En este gals ecuacbn
diferencial que se obtiene esx’{t) + x qt) + kx(t) = 0, donde > O es el coe -
ciente de viscosidad del medio. Dejamos, al lector que resuelva plare la ecuacon
como ejercicio.
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1.2.2. Movimiento en un campo central de fuerzas

Veamos el caso correspondiente al potencial de uh#&rza centra] es decir,
V(¥) = =r . Ejemplos tpicos de dicha fuerza son la fuerza gravitatoria y la elec

troshtica.

X

Figura 1.3: Fuerza central de interaccon entre dos partculas.

En este caso tenemos

H(-|f--|§)):p_2 — r:px2+y2+22- (1.2.2)
’ 2m '’ ' o
Entonces, las ecuaciones (1.1.1) nos dan
X y z
m) = 5o mytn = 5 om2n =

Vamos a considerar el movimiento de una partcula material de masa en un
campo de fuerzas centrales (ver gura 1.3). S&&(r) la fuerza dirigida al origen de
coordenadas y que ®lo depende de la distancial origen de coordenadas. Usando
la Ley de Newton tenemos las siguientes ecuaciones para cada camadax, y y z:

mx®t) = Fe(r); my®%t) = Fy(r);

mzo{t) = F,(r); r= P X2+ y2+ 72

Pero X
Fx(r)= F(r)cos = F(r)F;

Fy(r) = F(r)cos F(r)%;

F,(r) = F(r)cos F(r)?;

luego las ecuaciones del movimiento de nuestra partcula son

mxt) = F(r)?; my°(t) = F(r)%; mz°t) = F(r)?: (1.2.3)
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Vamos a probar que el movimiento de la partcula es plano. Para ello ritpli-
camos la primera ecuacon en (1.2.3) pory, la segunda porx y las sumamos. Ello

nos da

00 00— (-

yx—=0:
Si ahora multiplicamos la segunda poz, la tercera por y y sumamos tenemos

mxy® yx%=0 =) xy

m(yz?® zy§y=0 =) yz%° zy*=o0:
Finalmente, multiplicando la primera porz, la tercera por xy sumando, obtenemos
m(zx® xz%=0 =) zx®° xz%=0:

Ahora bien, integrando por partes en la primera de las tresultimasceaciones vemos
Z Z Z

ci=  (xy® yx%dt= xy° xYUt  yx°+  y&%t= xy® yx®

Aralogamente tenemos, para las otras dos,

0 0

yz° zy°= cy; zx° xz2°=

Si multiplicamos la primera de las tresultimas ecuaciones par, la segunda porx
y la tercera pory y las sumamos obtenemos

CiZ+ X+ gy =0;

gue es precisamente la ecuacon de un plano que pasa por el origenpues, tenemos
la siguiente propiedad:

Propiedad O . El movimiento de una partcula sometida a una fuerza centfees
plano, o sea, su trayectoria esta contenida en un plano quesagor el origen (hacia
donde apunta dicha fuerza central).

y

\
u
q

0 i

F(r)

X

Figura 1.4. Componentes radial y angular de un vector.

Dado un vector cualquiera en el plano, siempre podemos desconglmen sus
respectivas componentes. Todo vector se puede escribir en bmde los vectores
unitarios T y T que de nen a los ejesx ey, respectivamente. En particular, los
vectores unitarios de las direcciones radigd y angular+ (ver gura 1.4)

H# =Tcos +fsen; H = Tsen +7Jcos:
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Notese que entonces
dy dd
— =y = 4: 1.24
: —= 4 (1.2.4)
Adenas, F = F, ¢ + F ¢, pero si la fuerza es radial entoncds = 0. Escribamos
ahora las leyes de Newton para nuestra partcula en coordenadaslares. Comen-

zamos calculando el vector velocidad

_d(rd4y) _ d4 dr d4d dr  d dr
T T A TR A T (1.2.5)
donde hemos usado (1.2.4). Aralogamente
g dy_ drd o, ddu dr o drdy
Cdt dtdt dt2 dt dt =~ dt2 #dt dt
_ P ,drd T d 2 "
dtz2  “ dtdt dt2 dt "
Luego, usando la Ley de Newton, tenemos
d? drd
O=F =ma =m r¥+2aa =)
2
d dd d ,d o

"G TPatat - at | at

Es decir,r2 qt) = ¢, conc cierta constante. La propiedad anterior se conoce como
Ley de lasareas pues elarea que barre el radio vecteres tal quedA(t) = r?=2d =
r2=2 qt)dt, por tanto Aqt) = r2=2 qt) = c=2. As, hemos probado la siguiente
propiedad

Propiedad 1 . El movimiento de una partcula sometida a una fuerza centlees
tal que el radio vectorr recorre areas iguales en intervalos de tiempo iguales, i,e
dA(t)=dt=r? qt) = c.

Supongamos ahora que la fuerza es de la forma
m
F= 4 (1.2.6)

es decir, una ley deinverso del cuadrado de la distancia
Nuevamente usando la ley de Newton, para la componente radial ebemos

2
dr d
Fr(r)=ma, = —_— = = = 1.2.7
Vamos a intentar resolver esta ecuacon diferencial. Obviamentes @ina ecuacon
diferencial no lineal as que intentaremos convertirla en una ecoan lineal. Para
ello haremos el cambio de variable = 1=u( ) y pasaremos de la variablé a , es

LEsta propiedad se conoce como segunda Ley de Kepler, en honormahtematico y astonomo
J. Kepler quien la descubrd en la segunda mitad del siglo XVII cuandoestudiaba laorbita del
planeta Marte.
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decir, intentaremos dar con la ecuacon de la trayectoria de nueatpartcula. Notese
que en las nuevas variables, la propiedad 1 de lasareas se escrilmaocd(t) = cu?.

Tenemos
dr_drd _ u{)

dt ~ d dt u?()

dr _ duy() _ ) A= AuE( HuX):

c’( )= cuy);

- “at

luego (1.2.7) se transforma en

0 — .
)+ u()=
gue es lineal. La solucon de la ecuacon anterior la escribiremos en t@rmha

u( )= cicos()+ c;sen()+ - = = [1+ ecos ;

()= cicos()+ csen()+ 5 = | ()

luego, si escogemos los ejes coordenados de
forma que =0 {o lo que es lo mismo, que

sea mnimo cuando =0,ie., ¢ >0yc =

= 0{ obtenemos la ecuacbn para la trayectoria
D
r ()=~
1+ ecos()’
0 >Que gura geonetrica de ne la ecuacbn

anterior? Para ello recordemos que el lugar
geonetrico de los puntosP (x;y) tales que la
distancia OP de P a un punto jo O (foco)
es igual a la distanciaPD de p a una recta
r dada (directriz) viene dado por la brmula
Figura 1.5: Propiedad de las seccio! .~ pe<1 + ecos ) (ver gura 1.5 siendog
nes onicas. C|erta_ constante (excentnmda_ld). Es_ conocido
gue sie < 1 la curva es una elipse, €= 1 una
paabola, y si e > 1 una higerbola. As pues,
hemos demostrado la siguiente propiedad:

p

Propiedad 2 . La trayectoria de una partcula sometida a una fuerza cerdit es una
seccon nica, es decir, una elipse, una pagabola o unaiferbola.

Es fcil comprobar que si una fuerza es central entonces existina funcon
U(x;y; z) tal que

@UuU @UuU @Uu
Fx= — Fy= — F,= =
" @x 7 @y ° @z
En nuestro caso, ademasyU(x;y;z) = U(r) = =r . Sumando las tres ecuaciones

anteriores y usando la ley de Newton tenemos

du = %L;d“ %ijw %Lzék m(xUx + yRly + 2%2) =)
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m
d U+ E(x@+ y®+ 2% =0:
En otras palabras, la funconenerga

m m
E()= U+ ovi= —+ V2 1.2.8
(t) SV =t (1.2.8)
es constante. Esto es, como ya hemos visto, la Ley de Consenmdae la Energa.
Si aplicamos esta ley a nuestro sistema tenemos, usando (1.2.5),

m m
—V2

m m
> o~ - E(VZ"‘VrZ)

E = = 2L WP+ ()

m
r
Escojamos el momento de tiempo cuando= 0. Usando la propiedad 1 tenemos

(r qt))2 = 2=r?, pero, sequn nuestra eleccony®=0 (es mnimo) y r = [ (1 +
e)] 1, luego ]

22

_m e 1 e 1+
m 2’

E=—0 %)

anpo
\\Osmp

Figura 1.6: Movimiento de un planetaP alrededor del solS.

En el caso de los planetas (ver gura 1.6), al pasar el planeta pdrpnto mas
cercano al foco (donde esta el sol) se tiene, por la ley de Newton,
m 2 _

ma= — = ve= —;
r2 ) M'm

pero entonces para la energ& obtenemos el valor

m m
E= —v? — — <0
2 r 2rm

y por tanto e < 1, o sea, los planetas se mueven siguiendoorbitas elpticas. Esa
la conocida primera Ley de Kepler.

Finalmente, tenemos que, = ae y (1 €)= =&, dondeay bson los semiejes
mayor y menor de la elipse, respectivamente. Entonces, comes la semisuma de
las distancias maxima y mnima de nuestra partcula (planeta) al fcco,

1 ¢@= &= &
a=

— + :) a= —
2 1+e 1 ecos a €
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de donde deducimos qu& = c?a= . Si ahora usamos que elarea de la elipse es
A = ab, y la propiedad 1, obtenemos queab = cT=2 dondeT es el tiempo que
tarda la partcula en dar una vuelta entera sobre laorbita. Sustityendo el valor de

b en la expresbn anterior obtenemos

T2 4

es decir, el cuadrado del perodo de revolucon de los planetas psoporcional al
cubo de sus distancias medias. La propiedad anterior se conoce @dearcera Ley
de Kepler. Notese que la constante de proporcionalidad no depengara nada del
planeta, ©lo de , que segun la Ley de Gravitacon Universal elsMg, dondeG es
la constante de gravitacon universal yM¢ la masa del sol.

1.3. Problemas

Problema 1.3.1 Estudia como se comporta una partcula material que se muev
en un campo potencial de nido por las siguientes funcionestpncial:

< Up; x< 0 < 0 x<0
V(x)=_ 0, 0<x<lL; V(X)= Uy 0<x<L;
" U x>1L 0, x>L;

conocidas como pozo potencial y barrera de potencial.

Problema 1.3.2 Discutir lo que ocurre si en vez de dos masas interactuandguse
la ley de gravitacon universal, lo que tenemos es unatomade hidiogeno. En este
caso la brmula (1.2.6) se convierte en

ke?

F(r)= —t: (1.3.1)

Para terminar con este apartado y pasar a discutir lo que ocurre ehmundo clanti-
co tenemos que recordar que en el caso delatomo de hidogemay un problema
anadido y es que al ser el electon una partcula cargada en mouento, est conti-
nuamente emitiendo ondas electromagreticas por lo que su enarga disminuyendo.
Esto implica que el electon va cayendo en espiral al rucleo. Esteecho contradice
todos los experimentos conocidos.
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Captulo 2

>(mo se gesb la Mea@anica
cuantica?

Antes de entrar a discutir el formalismo y las leyes diramicas de la Mexca
Cuantica no relativista vamos a dar un bosquejo hisbrico de la misma.

William Thomson o, como era conocido, Lord Kelvin, pro-
nuncd una conferencia el 27 de abril de 196@ue contena la
siguiente, hoy elebre, frase:

Hoy da la ciencia fsica forma, esencialmente, un

conjunto perfectamente armonioso, <Un conjunto
pacticamente acabado! Slo quedan dos \nubeci-
llas": la primera, el resultado negativo del experi-
mento de Michelson-Morley. La segunda, las pro-
fundas discrepancias de la ley de Rayleigh-Jeans.

éNiIIiam Thomson

Nadie, en aquel momento, poda imaginar que esas do
nubecillas desembocaran en |Ideora de la Relatividad de Einstein y la Meanica
Cuantica, teoras que iban a cambiar radicalmente nuestra conpeon de los ferome-
nos naturales y que representaron una revolucon comparable) eierta forma, a la
Revolucon copernicana y la aparicon de lofPrincipia de Newton.

En estas notas nos dedicaremos a estudiar las bases de la seguedasths dos
grandes teoras. Antes de entrar es los detalles vamos a dar un@\e introduccon

1Esta frase atribuida a Lord Kelvin tiene cierta poemica. Lo que es n hecho es que un afo mas
tarde Lord Kelvin publi® su discurso amplandolo considerablemente con el ttulo \Nineteenth-
Century Clouds over the Dynamical Theory of Heat and Light" que aparecd en la Phil. Mag. S.
6. Vol. 2. No. 7. July 1901, mgs. 1{40. Al inicio de dicho trabajo podemos leer

The beauty and clearness of the dynamical theory, which asse heat and light to
be modes of motion, is at present obscured by two clouds. |. €hrst came into

existence with the undulatory theory of light, and was dealvith by Fresnel and Dr.
Thomas Young; it involved the question, How could the earth pve through an elastic
solid, such as essentially is the luminiferous ether ? Il. Tk second is the Maxwell-
Boltzmann doctrine regarding the partition of energy.

gue esencialmente viene a decir lo mismo que la cita inicial.

13
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hisbrica, necesaria para entender ®@mo el problema planteadmor Lord Kelvin {su
segunda \nubecilla"{ y su resolucon termiro en la moderna teoraclantica.

2.1. La radiacon del cuerpo negro

La ley de Rayleigh-Jeans es una brmula que describe la radiacon da \cuerpo
negro”. Todos sabemos que al calentar un cuerpo este cambia derc{quen no ha
calentado de pequeno un clavo o un tornillo en el fogon de casa owisto el color
que toma una parrilla al hacer una parrillada{. Probablemente nuest curiosidad
nos llewo a preguntarnos {al menos todo fsico lo debera haberdrho{ >@mo emiten
la luz los cuerpos al calentarse?

Figura 2.1: Metal caliente (izquierda) y modelo de cuerpo negro (éeha).

Para resolver estas dudas, los fsicos de nales del siglo XIX idealipa un
cuerpo cualquiera y construyeron un modelo que llamara@uerpo negro{tamben,
\cavidad", etc{. La idealizacon consista en que el cuerpo negrdéena que absorber
{y por tanto emitir{ ondas electromagreticas en todo el espectr de frecuencias.
De hecho, era un hecho bien conocido a nales del XIX que la luisible estaba
constituida por ondas electromagreticas dentro de un cierto rgo de frecuencias.

Figura 2.2: Representacon esquenatica de una onda plana unidim&onal: Siv es
la velocidad de la ondaT el periodoy la longitud de onda, entonces = VT, la
frecuencia angular es =2 =T, y la frecuencia = 1=T.

El primero en establecer una ley emprica para la radiacon del cupo negro fue
Wien quien obtuvo la brmula ! 3¢ =T | y paametros experimentales, pero
esta olo corresponda a la parte ultravioleta {altas frecuencia, o equivalentemente,
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Figura 2.3: Diagrama del espectro electromagretico, mostrana tipo, longitud de
onda con ejemplos, frecuencia y temperatura de emison de cuerpegro (tomado
de wikipedia). La luz visible est en el rango de 400-790 terahercid€'? Hz)

longitudes de onda pequenas{ del espectro y fallaba en la bandaamnbja {bajas
frecuencias, o equivalentemente, longitudes de onda grandesfr Btro lado, dos
fsicos ingleses, Rayleigh y Jeans, dedujeron una brmula para lahda infrarroja
pero que no era compatible con la brmula de Wien.

De namos la densidad de energa (cantidad de energa por unidadedvolumen)
mediante U(T). Obviamente esta depender de la temperatural . Adenas, cada
longitud de onda {frecuencia{ aportala su \granito de arena", sta densidad por
unidad de frecuencid la denotaremos pou(!;T ), as

yA 1

Uu(T) = u(; T)Hd!: (2.1.1)
0

La brmula de Rayleigh-Jeans estableca que

|1 2
u(hb,T)= 2—c3kT;

donde c es la velocidad de la luz ¥k es la constante de Ludwig Boltzmann. En
particular, para frecuencias muy altas (zona de frecuencias ulialetas) es muy
grande lo cual esh en contradiccon con las mediciones experimales. Esta es la
llamada catstrofe ultravioleta y no es mas que la segunda nubecilde Lord Kelvin
(ver gura 2.4). Notese que al sustituir u(!; T ) en (2.1.1) obtenemodJ(T) = 1 lo
cual no tiene sentido.

La manera de obtener esta brmula es muy sencilla. Era un hechaasecido

en el siglo XIX que el rumero de ondas estacionarias con frecumscpor unidad de
|1 2

volumen en el interior de un cuerpo en el intervald;] + 4! ]eradn, = =g La

suposicon de Rayleigh y Jeans consista en que a cada oscilaconafemagretica
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u;T)

' « Curva experimental
! --- Ley de Rayleigh-Jeans
! « 0, Ley de Wien

[
.
. .

Figura 2.4: Gia ca de la intensidad u(!; T ) contra la frecuencia de onda .

le corresponda, en media, una energdi'i igual akT. As
. 12
u(; T )= nidn, = 2—00,kT: (2.1.2)
El poximo paso lo dio Max Planck. Desde el punto de vista de la fsicahsi-
ca la deduccon de Rayleigh y Jeans era impecable, por tanto Planckwmo que
deba haber alguna \ley" importante sin descubrir. En octubre de 900 Planck en-
conto empricamente una brmula que describa perfectamete la ley experimental
para la radiacon del cuerpo negro. Dicha brmula para la energanedia de la onda

era la siguiente:

. ~l
h'i = = ;
exp — 1
P kT
donde ~ era cierta constante desconocida. Si=kT 1, entonces la brmula de
Planck dabah'i  kT. Adenas, si ~I=kT 1, Planck recuperaba la brmula de

Wien.

Para explicar su formula Plank, rompiendo la concep-
con chsica, lanza la idea de que los \osciladores" que com-
ponen losatomos absorben o emiten luz no de forma con-
tinua, como era habitual en la fsica chsica, sino mediante
porciones aisladas proporcionales a la frecuencia, es decir la
energa se emita o absorba mediante \quantas' de energa
E=~1.

Hay varias razones que justi can su audacia. La prime-
ra es que Planck consideo su hiptesis como un arti cio
matematico pues le permita deducir su brmula emprica.

Max Planck En efecto, anos antes en gran fsico austriaco Ludwig Boltz-
mann haba demostrado que la probabilidad de que un siste-

A . . . E
ma en equilibrio tuviese una energ& era proporcional a la cantidad exp T
SIE olo puede tomar valores que sean multiplos enteros dé , E, = n~! , entonces

la probabilidad p, de cada uno de estos valores de energa @gs= exp T y
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por tanto la energa media es

R ~l
% n~! exp e
_ ~I
HII - ann - n—O)é — . :
n=0 n~! exp i 1
) eXP T KT
n=

que es justamente la brmula que Plank haba encontrado emprimente. Si ahora
| 2

multiplicamos por dn, = 2—03 obtenemos

. ~13 1
u(!;T):H'dn!:4zcz -

exp ﬁ

; (2.1.3)

conocida como brmula de Planck para la densidad de energa de unerpo negro.

La segunda raon fue que los quanta de Planck eran absorbidos miteédos
por la materia que compona al cuerpo negro: es decir susatomosé la estructura
abmica era algo desconocido a principios del siglo XX, incluso muchm®delos de la
materia consideraban aesta como un conjunto de osciladores,rpo que no era del
todo descabellada la idea de Planck de que estos osciladores loigaeh absorber
la energa o emitirla mediante porciones individuales {podra ser unaspecie de
resonancia, o algo parecido{. No obstante para Planck la luz segsgendo una onda
perfectamente continua y perfectamente descrita por las leyes Maxwell.

Antes de continuar nuestra historia debemos hacer un breve patesis para
explicar cuales fueron las principales causas de que la hiptesis damftk calara tan
hondo el la fsica de principios de siglo.

El primer hecho importante es que, como ya hemos mencionado, danfula de
Planck se corresponda exactamente con la curva experimentadna el cuerpo negro
obtenida en los laboratorios. Pero adenas permita resolver unaedas paradojas de
la fsica chsica: la denominada \casstrofe ultravioleta”, conseuencia de la brmula
de Rayleigh-Jeans. Si la brmula (2.1.2) era correcta entonces largidad de equi-
librio de la energa u(T) de la radiacon (2.1.1) daba in nito, es decir que nunca
se alcanzara el equilibrio termodiramico entre la materia y la radiacin. Si usamos
(2.1.3) tenemos 7

1 2k4
u(m) = i u(; THd! = 5023

donde es una constante conocida tamben como constante de Boltznmapara la
densidad o luminosidad de la energa de radiacon. Planck calcub adas el valor

de la constante~ en su brmula para que se correspondiera con los valores experi-
mentales obteniendo el valor aproximado;a5 10 34 Jules por segundd Cuando
sustituyo este valor en la brmula para obtuvo exactamente el valor nunerico de
esta. Es decir, Planck resolvb de forma brillante la segunda de lasubecillas de
Lord Kelvin.

T4= T4.

2Muchas veces en vez de se usa el valoh =2 ~=6;62 10 3*julios radianes por segundos.
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Estos resultados fueron publicados por Planck el 14
de octubre de 1900, da o cial del nacimiento de la teora
cuantica. <Quen iba a imaginar que este trabajo iba a re-
volucionar la fsica por completo!

El segundo hecho, que adenas fue crucial en la historia
de la mea@nica cwantica, fue la prueba de Henri Poincae (en
el otono de 1911) de que la distribucon

~I
Henti Poincai H'i = ; :
enri Poincaie ~
exp — 1
Py
®lo se poda obtener bajo la suposicon de que la energa
esh cuantizada (wease el magn co artculo de Hendrik Lorentz Deux Memoires
de Henri Poincae sur la Physique Matlematiqueescrito en 1914 y publicado en
Acta Mathematica Vol. 38, (1921) mgs. 293-308), es decir des@l punto de vista
matematico la brmula de Planck lo puede ser deducida bajo la fosicon de
que la energa se emite y absorbe en porciones discretas de eaegdgo que era
totalmente distinto a la concepcon chsica del mundo que se tenasta la fecha.

2.2. Einstein y el efecto fotoeéctrico

El siguiente paso lo dio Einstein en 1905 en un ensayo tituladmbre un punto
de vista heurstico acerca de la produccon y la transforracon de la luz que recibp el
mismo Max Planck para su publicacon en lo®Annalen der Physik

Einstein, totalmente seducido por los quanta de Planck,
lanza la hipotesis de que no lo los \osciladores™" materiales
emitan energa cuanti cadamente, sino tamben los \osci-
ladores" lumnicos. Einstein retomando las ideas corpuscu-
lares sobre la luz {Newton ya haba desarrollado una teora
corpuscular a nales del siglo XVII{ considera la luz for-
mada por partculas de masa cero y energa! : los fotones.
Utilizando estas hiptesis dio una explicacon sencillsima al
efecto fotoekctricoque haba descubierto Heinrich Hertz en
1887 y que segua sin tener una explicacon satisfactoria.

Hertz haba descubierto que una placa metalica someti-
da a una luz ultravioleta {altas frecuencias{ emita electro-
Albert Einstein nes. Anos nas tarde se comprolo que el rumero de dichos
electrones aumentaba proporcionalmente a la intensidad de
la radiacon pero \incomprensiblemente" la velocidad de
estos no dependa de la intensidad sino de la frecuencia de luz: a roayrecuencia,
mayor velocidad. Adenas si la frecuencia era lo su cientemente jaa{o la longitud
de onda muy grande{ ya no se emitan electrones independiententerle lo intensa
gue fuese la luz incidente.

Para resolver el problema Einstein razoro como sigue: Supongargue usamos
una luz monocromatica compuesta por quantas de energa luminas-! , es decir
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Figura 2.5: Efecto fotoekctrico

que estamos bombardeando la hmina mealica con partculas lumirgas cada una
de las cuales tiene una energa! . Si denotamos poW la energa necesaria para
extraer un electon del metal, entonces la energa ciretica de kelectronesE., se
expresala mediante la brmula

Ec=~ W (2.2.1)

<Todas las observaciones descritas anteriormente son una camseta de la brmula

anterior! Anos nas tarde, el fsico estadounidense Robert Milldkn comprueba ex-
perimentalmente la brmula de Einstein (2.2.1) y encuentra que es la misma~ de

Planck. Esta fue la gota que colnob el vaso, pues al parecer la luajegera acep-
tada uranimemente por todos como un feromeno continuo, tea al parecer cierta
naturaleza corpuscular.

2.3. Bohr y el modelo abmico

El siguiente paso en la historia se debe al dares Niels Bohr.

Era un hecho aceptado en 1913 que elatomo estaba constituidorpin rucleo
\pesado" y \denso" que contena toda la materia delatomo y eletrones girando
a su alrededor. Este modelo, una especie de sistema solar en mingtsencillo y
funcional fue propuesto por Rutherford a partir de los resultacdode experimentos
de dispersbn? Slo tena un \pequeno" problema: como toda carga en movimien-
to acelerado emite ondas electromagreticas, los electrones quealgan alrededor
del rucleo deban perder energa y caer al rucleo {adenas erun tiempo ecord:
10 ° segundos{. Por tanto, tena que haber alguna forma de poderétener" a los
electrones en susorbitas.

Otro hecho curioso tiene que ver con la forma en que radian enerlgs elemen-
tos qumicos. Ya sabemos que al calentar un cuerpo este emite gyzeen todo el

3Rutherford bombardeabaatomos de oro con rucleos de helio (peiculas alpha) cuando descu-
bro que paraangulos muy bajos (es decir cuando se disparaban R partculas alpha frontalmente
contra los rucleos de oro) haba una gran cantidad de ellas que rettaban en sentido contrario,
como cuando una bola pequena ligera contra una muy pesada. Esowlea Rutherford a deducir
que la estructura delatomo era parecida a un sistema solar en mintarra: un rucleo muy denso y
pesado en el centro con electrones ligeros girando a su alrededor.
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Figura 2.6: La serie de Balmer delatomo de hidogeno

espectro electromagretico. Sin embargo, al observar la luz quasa a traes de cier-
tos elementos en estado gaseoso se vean ciertas franjas regmay nas (Ineas de
absorcon) en el espectro de la misma, es decir como si faltaranrtas frecuencias
(o longitudes de onda). Algo similar ocurra al excitar ciertos elemeéns y obser-
var la luz que desprendan: aparecan ciertas Ineas brillantes (leas de emison) en
determinadas longitudes de onda. De hecho para cada elemento éaima unica
secuencia de dichas Ineas. Ese es el principio kasico de la espesitopa y es lo que
ha permitido, entre otras cosas, saber la composicon qumica deslastrellas, que
de otra forma sera imposible de determinar.

En el caso del Hidogeno era un hecho conocido experimentalmergus Ineas
espectrales respondan a una brmula conocida como brmula dgalmer (parak = 2
se tiene la conocida serie de Balmer en el espectro visible) y sus geizaciones
gue estableca la siguiente expreson para el inverso de la longitua ebnda

1 1 1

~ =Ry @ o nk=1;2,3;::::n6 k;

siendoRy la constante de Rydberg que tomaba el valor1976776534 10’ 1=metros.
Llamaba tremendamente la atencon de que los valores quey k eran rumeros
enteros.

El razonamiento de Bohr fue bastante bgico: obligar al
electon que se mantuviera en ciertasorbitas permitidas (esta-
bles) y para pasar de una de estasorbitas a otra este debera
\saltar" por encima de todas aquellas no permitidas. Dichas
orbitas, que Bohr considern circulares, deban ser tales que

= De todas las in nitas orbitas posibles lo son posibles
aquellas en la que su momento angulér= mvr, siendo
m la masa del electon,v, su velocidad yr el radio de la

orbita, fuesen mnultiplos enteros de~, i.e. mrv = n~.
Niels Bohr

= La energa que absorbe o emite unatomo al saltar un
electon de unaorbita permitida a otra es igual a~! , es
decir para saltar de unaorbita a otra elatomo absorbe
0 emite un quanta de luz.

Veamos las consecuencias de las hiptesis cuanticas de Bohr.
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Si usamos la ley de Newtoir = ma, tenemos
V2 k€
m_

r r2

Utilicemos queL = mvr = n~ para eliminar la velocidadv. Ello nos da el valor de
los radiosr,, de lasorbitas permitidas

La energa de laorbita es, por tantd*,

1 k€2 k€2 mk2e* 1
E,. = - 2 € = € = e —
n= M r 2r 2~2 n2

Entonces, el salto entre dosorbitas daba para la frecuencia debn emitido el valor:
En Em _mk2* 1 1

I = — = %5 @ nk=1;23::::

(2.3.1)

Cuando Bohr sustituyo en su brmula el valor dem, ey ~, tomando para estaultima
el valor de enconto Planck, obtuvo justamente el valor de la catante de Rydberg
Ry (recordemos que = (2 c=! ) dondec es la velocidad de la luz. Es decir era
mas que una simple constante introducida arti cialmente por Planckera una de las
constantes mas importantes de la naturaleza.

Aunque el modelo de Bohr era muy funcional y ex-
plicaba muchos feromenos, este continuaba siendo muy

incompleto y adenas tena demasiados interrogantes. %\ m
>De cnde sala ese extrafno postulado sobre lasorbi- / h > V\\
tas? Este era quia el punto mas \obscuro" de toda la B LA RN

teora. No obstante, en su artculo Bohr sienta las bases
de lo que luego se denomiro é¥rincipio de correspon-
dencia de Bohr El dicho trabajo Bohr postula mmo
deba ser la teora cuantica: esta tena que ser tal que,
para rumeros cuwanticos grandes, por ejemplo en las

: . _ Figura 2.7: El atomo de
brmulas anteriores, se transformase en la teora chsica.

Bohr
ARos nas tarde, Bohr junto a Sommerfeld mejoran

mucho el modelo abmico inicial incluyendoorbitas elpticas, ente otras cosas. Pero
no es hasta 1925-1926 que no nace la nueva teora cwantica a roarde un joven
fsico aleman: Werner Heisenberg y un fsico austriaco: Erwin Saldinger.

2.4. El nacimiento de la Me@nica Cwantica

2.4.1. La dualidad onda-partcula

Antes de poder describir los fundamentos de la Me@nica Cuantidgnemos que
detenernos en un personaje singular: el franes Louis de Brogliaiis de Broglie

4Hemos sustituido el valor dev que nos da la ley de Newton.
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era el hermano pequeno del Marques Maurice De Broglie, un afado fsico expe-
rimental franes que dedicaba gran parte de su tiempo y dinero a lavestigacon

experimental {varias veces fue propuesto para el Nobel de Fag{. Un da de 1923
Louis, in uenciado por el trabajo de Einstein sobre el efecto foékctrico, postula
que la dualidad onda-partcula que Einstein haba proclamado para l&uz tamben

haba de ser cierta para las partculas materiales, como por ejertt el electon: Sus
palabras fueron

\En la optica durante siglos ha sido demasiado despreciadb reeto-
do corpuscular de estudio en comparacon con el ondulatori >No se
haba cometido el error inverso en la teora sobre la matea?".

Louis de Broglie Lasorbitas delatomo de Bohr segun De Broglie

Si Einstein haba recuperado la propiedad corpuscular para la luz,eDBroglie
postub la propiedad ondulatoria para la materia. Al enterarse Eirtgin de las ar-
maciones y trabajos de De Broglie a rno: De Broglie ha levantado un extremo del
gran veld. Aunque Louis no consigud convencer a ninguno de los fsicos dilbo-
ratorio de su hermano para que veri case su hiptesis fstos &dan enfrascados en
otros muchos proyectos, como los rayos X{, en 1927 C. Davissoh.\Germer publi-
caron un artculo donde explicaban el descubrimiento de una gurde difraccon al
estudiar la disperson de electrones en un cristal de nquel que lge fue corroborada
independientemente por G.P. Thompson y por P. Tartakovsky.

La genialidad de De Broglie fue equiparar un electon a una onda plana. Por
ejemplo, si tenemos un electon de masa y velocidadv, De Broglie postub que el
momento (impulso) p del electon era

2 ~2 ~!
p=mv=~—=

vl v

De esta forma De Broglie daba un signi cado fsico a lasorbitas de Bo:estas eran
justo aquellasorbitas tales que el cociente entre su longitud y la Igiud de onda
del electon era un rumero entero, es decir era una analoga owmpleta a las ondas
estacionarias sobre un anillo (crculo).

SCuriosamente Davisson y Germer llevaban haciendo experimentos geelectrones desde 1921.
En 1925 de forma casual descubrieron al bombardear con electres cristales de nquel un cuadro
de difraccon que probaba la dualidad onda partcula.
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2.4.2. La Meanica matricial de Heisenberg

La hiptesis de De Broglie fue la clave para una de las dos formulacisnde la
Mea@nica cuantica: La me@nica ondulatoria de Schredinger. Bro antes debemos
comentar la primera verson de la Me@nica cwantica, lame@nica matricial, nacida
en 1925 de la mano del joven fsico aleman Werner Heisenberg.

En opinon de Heisenberg, una teora fsica correcta ha
de hacer usounica y exclusivamente de magnitudes observa-
bles. Luego haciendo uso del principio de correspondencia de
Bohr se lano a entender los estados estacionarios delatomo.
Su razonamiento era, aproximadamente el siguiente: Una car-
ga en movimiento con una determinada frecuencia deba emi-
tir radiacon con dicha frecuencia {como en la teora chsica{.
Este hecho era una consecuencia matenatica del aralisis de
Fourier que Heisenberg aplicaba al mundo cwantico. Como las
frecuencias del espectro dependan de dos ndicég.,, (\ease

_ la brmula de Balmer), Heisenberg postulaba que deba haber
Werner Heisenberg antos ndices como estados estacionarios {no ©lo como niveles

de energa, pues se saba que las series espectrales se modi -

caban al introducir losatomos en fuertes campos magreticosfA continuacon da
un salto cualitativo al a rmar que toda magnitud fsica chsica a(t) debe transfor-
marse en el conjuntdA,n, (t). As, por ejemplo la posicon del electon x(t) deba ser
sustituida por una tabla X ,, (t). A continuacon Heisenberg razona como habra de
calcularseX 2. (t) hasta obtener la brmula

X2 (t) = X X o () X m (1)
nm nk km )
k

es decir, las cantidadeX ,,, eran matrices. Finalmente, deduce, siempre razonando
sobre el principio de correspondencia de Bohr que la diramica queeitas magni-
tudes cwanticas ha de ser:

% = Z(HX  XH)= =[H;X]; i= P—. (2.4.1)
dondeH representaba la matriz del hamiltoniano del sistema. Comd, representa
el hamiltoniano, es decir la energa, y obviamenteH; H] = 0, entonces, de (2.4.1)
se tena la conservacon de la energa. En particular Heisenbergnto a dos colegas
alemanes de Gotinga, Max Born y Pascual Jordan, desarrollan todaa Me@anica
matricial que se ajustaba muy bien a las observaciones {pocas, por cierte{ldepo-
ca. Aparte de sus \aberrantes" matrices {como les llamaban losit®s de laepoca,
especialmente Schredinger{ Heisenberg descubro, o nmas biemgtub, un principio
tremendamente poemico: el principio de incertidumbre (que hoy N@ su nombre).
De hecho en sus primeros razonamientos para construir la meaimatricial Hei-
senberg descubre la imposibilidad de conocer al mismo tiempo y con necison
arbitraria la posicon y la velocidad de un electon.

Obviamente ese cambio radical no fue bien recibido por la mayora desltsicos.
En primer lugar representaba un cambio dastico de pensamientmé se poda medir
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con precison arbitraria al mismo tiempo ciertas magnitudes como lagsicon y la
velocidad de una partcula{ en segundo, su aparato matematicogsas \aberrantes"
matrices{ era lo su cientemente complicado para que no estuvierd alcance de
cualquier fsico en aquellaepoca. Por eso no es de extranar quemo apareciera
una formulacon alternativa.

2.4.3. La Meanica ondulatoria de Schedinger

En efecto, en 1926, Erwin Schredinger andaba buscando unarz@ue acabase
con esa \aberracon" de las matrices que Heisenberg intentaba iotducir en la fsica,
cuando, a sugerencia de Peter Debije, estudia el trabajo de DeoBlie publicado
1924. Sequn el mismo Schredinger, un simple vistazo le fue su cterpara dar con
la idea: asociar a cada partcula una onda y construir la ecuacon difencial que
gobierna dicha onda. Al principio Schredinger intenb construir una teora ondula-
toria para un electon atrapado en unatomo. Comienza con un maelo relativista
pero no le sale bien {fue Paul Dirac quen dio con ella dos anos desguy decide
estudiar gqe ocurre en el caso no relativista.

La idea de Schredinger era muy simple: Supongamos que
tenemos una onda (x;t) asociada a un sistema chsico cuya
energa viene dada por la funcon de Hamilton, el hamilto-
niano, H (x; p), siendox la coordenada yp el impulso. Enton-
ces, desples de un \largo" proceso de prueba y error, y usando
el principio de correspondencia de Bohr as como distintos ele-
mentos de la mea@nica analtica{las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi, por ejemplo{, Schredingempostub que la ecuacon pa-
ra una onda ( x;t) deba ser, en el caso estacionario, es decir
cuando no hay dependencia del tiempo,

Erwin SChr@dinger H (X, p) ( X,t) = E ( X,t), pz |~_@’
@x

dondeE era la energa del sistema asociado a la onda . Es decir, en el casmado

tenemos un hamiltoniano esandar,

p2

H(x;p) = om T V(x);

siendoV (x) la funcon potencial (energa potencial), se tiene la ecuacon deliferen-

cial

2 @

——— + V(X)( x;t)= E ( x;t): 2.4.2

max T VO (xD=E(xY (2.4.2)
Una de las pruebas de fuego de su ecuacon fue el c&a) = 0, es decir cuando se
tena el movimiento de una partcula libre. Si consideramos el casonidimensional,
y hacemosV (x) = 0, la solucon deba ser una onda plana del tipo

( x;t) = Acoskx + !t ); k:2—:
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Si sustituimos este valor en la ecuacon de Schredinger tenemdsvelor

~2k2
2m’

que igualado con el valor de la energa ciretica {recordemos qu&(x) = 0{ nos da

que justamente era la brmula que haba postulado De Broglie.

Pero su mayorexito estaba por llegar. Schredinger decido apligasu ecuacon
alatomo de hidiogeno. Como en este caso el potencial era

P
V(r)= ?; r= x2+y2+ 22

obtuvo la ecuacon

2
- @(??( @@9+ @g; ( X;y;2) ?( X;y;2) = E ( xy;2): (2.4.3)

A esta ecuacbn volveremos nas adelante. Lo importante era qugchredinger saba

como tratar este tipo de ecuaciones y la resolvo. Primero la esciabeén coordenadas

eskricas y luego apli® la separacon de variables. La parte anfzu del laplaciano,
= @+ @%+ @z en coordenadas eskricas era muy sencilla de resolver aparetnen

las fun(:lones 0 arnponicos eskricos de Laplace. En particular Sstinger obtuvo

para los valores de la energa en el estado estacionario del atorde hidiogeno la

brmula

me* 1

En= pﬁ,

que era la misma de Bohr (2.3.1).

Finalmente Schmedinger, igual que hizo Heisenberg, \dedujo" unecuacon para
la dirmmica de un sistema, que en el caso unidimensional tiene la forma

_@

H x; —
@x

( xt)= i~gt( X;t):

Si tenemos un hamiltoniano chsiceesandar, esta se transforma en

- @

om @)7(( x;t)+ V(X) ( x;t) = |~—( X;1): (2.4.4)

En particular, de (2.4.4) se poda deducir ficiimente la ecuacon (2.2), para los
sistemas estacionarios, introduciendo la factorizacon

(x)= ( gexp =
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2.4.4. Una \deduccon" de la ecuacon de Schedinger

La ecuacon de Schmdingemo se puede deducir , es sencillamente un postu-
lado impuesto, o0 si se quiere, descubierto. No obstante, existera@onamiento muy
sencillo que permiteintuir la forma de esta ecuacon.

Supongamos que tenemos una partcula libre y le asociamos ciertadarplana

( x;t) = Ae'x 1), k = 2—:
Sequn De Brogliep = 2 ~=, as que k = p=, y adenas, usando la brmula de
Planck! = E=~,
( x;t) = Ae-(Px EV:
Ahora hacemos,
@, .. P, . @
@9(( ;)= S (xt); portanto p°= ( x;t)@%( X;1);
pero
_ P _ =@ ~ @, - .
E—% ) E— m@—%(x,t), 0 %@—%(X,t)—E(X,t)

Si en vez de una partcula libre tenemos una ligada mediante un potaal V (x),
entonces ) X
p ~ @

E=%+V(x); E = m@9((x;t)+V(x);

0, equivalentemente,
2 @
2m @%
Del razonamiento anterior en particular se deduce que al momemtde una partcula
le corresponde el operador @

“ox

(xt)+ VX)) ( x;t)= E ( x;t):

p= |

2.5. La interpretacon de la Me@nica clantica

La ecuacon de Schredinger trajo cierta paz y tranquilidad a la Fg&ca Teori-
ca pues aparentemente dejaba de lado la snfame"me@nica maidtde Heisenberg
as que no es de extranar que la serie de trabajos que publioh#&dinger en 1926
calaron muy hondo en los fsicos de laepoca. En particular, apareamente se perda
la cualidad discreta del modelo de Bohr al aparecer nuevamente lasmtlas”, en este
caso la onda . En problema ahora era >que signi cado fsico tenaesta nueva fun-
con? El mismo Schredinger intenb darle un signi cado a la onda de su ecuacbn
usando ciertas analogas con la mea@nica de uidos {ecuacon deontinuidad para
el \ uido electonico"{, pero no tuvoexito en su intento.
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Fue Max Born, colega y amigo de Heisenberg €l mismo ayud a Hersgerg
a construir la Meanica matricial{, quen apidamente intuyo un a interpretacon
plausible. Basandose en los resultados experimentales sobre la dispn de ondas
planas {recordemos que el electon libre se consideraba como & la meanica
ondulatoria de Schredinger{ Born aseguo que la funcon de ona ( x) daba la
probabilidad de que una partcula fuese detectada en la posicor y que dicha
probabilidad era proporcional & ( x)j?, es decir la Meanica ondulatoria, al igual
gue la matricial como se vera nas tarde, era una teora estadsca incluso para
describir unaunica partcula.

Este trabajo publicado en julio de 1926, apenas un mes
despes del artculo de Schredinger sobre la ecuacon no es-
tacionaria abro una de las pokemicas nas grandes de la his-
toria de la ciencia en losultimos 100 afos: La fsica cuantica
es, por principio, no determinista. El mismo Born escribp al
nal de su artculo:

Aungue el problema del determinismo ha apare-

cido [...] yo mismo me inclino a dejar a un lado

el determinismo en el mundo de losatomos. Pe-

ro esto es una cueston los ca para la cual los
Max Born argumentos fsicos no son concluyentes.

El problema lo co de Born se agudio todava nas
cuando Dirac por un lado, y el mismo Schredinger por el
otro probaban que las dos formulaciones de la Me@nica clanticks matricial y la
ondulatoria, eran equivalentes:

A cada funcon de la posicon y el momento[en la me@nica ondula-
toria] se le puede hacer corresponder una matriz de forma que en cada
caso dichas matrices satisfacen las reglas formales decab de Born y
Heisenberg [...]. La solucon del problema de contorno da lecuacon
diferencial [en la meanica ondulatoriales completamente equivalente a
la solucon del problema algebraico de Heisenberg

escribb Schredinger en 1926.

El problema de la interpretacon de la Me@nica Cuantica termiro en una \pelea"
abierta entre los que la defendan y la consideraban una teora cqiteta {Bohr,
Heisenberg, Born, Pauli, etc{ y la que la consideraban incompleta {@edinger,
Einstein, etc{. Como ejemplo de esta pokmica es representatila carta que escribe
Einstein a Born el 7 de septiembre de 1944:

Nuestras expectativas cientcas nos han conducido a cadano a las

antpodas del otro. Tu crees en un Dios que juega a los dadog yo en

el valor unico de las leyes en un universo en el que cada cosaste

objetivamente [...]. El granexito de la teora de los quata desde sus
comienzos no puede hacerme creer en el caacter fundamdntke ese
juego de dados [...]. Algun da se descubria cual de estados actitudes
instintivas es la buena.
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Parte importante para entender esta poemica viene del hech@@dmbas teoras,
la meanica matricial y la ondulatoria, describan rigurosamente mahos de los
feromenos del micromundo, pero ambas tenan un gran problemamo de nir
si una partcula cwantica estaba en un estado determinado o enro?

1 El 23 E2

= a 1t+ta  E=?

Figura 2.8: >Gmo sabemos en que estado cwantico se encuenira partcula?

Un sencillo ejemplo de lo que ocurre es lo siguiente. Imaginemos quendaos los
estados mediante la funcon usando la ecuacon de Schredingey supongamos que
nuestro sistema puede encontrarse en dos estados A y B de nigms la funcon ;

y », respectivamente, y que al primero le corresponde una enerfa y al segundo
E,, entonces siempre tenemos que un estado posible es el estadoa;=;+ a, »
(pues la ecuacon de Schredinger es lineal). Resulta entonces gsietenemos un
instrumento que nos mide la energa de nuestro sistema este noa@ unas veces
E, y otras E,, y justo la probabilidad de que nos ¢t una u otra es proporcional a
ja1j? vy jayj?, respectivamente. Esta era la interpretacbn probabilstica ge tan poco
gustaba a Einstein.

2.5.1. El gato de Schedinger

Para explicar problema descrito al nal del apartado anterior (y poyar la in-
terpretacon de Born), Bohr junto a otros propuso lo que hoy é se conoce como
la interpretacon de Copenhagen y que consiste en la suposicon dee al hacer la
medicon la funcon de onda \colapsa" y el estado queda determirto por la medi-
con. Por ejemplo, cuando medimos la energa en nuestro sistemapresentado 2.8
la interaccon del aparato con el sistema se decanta por una de s posibilidades.

El primer intento de dar una explicacon bgica a la interpretacon de Bohr de la
Mea@nica Cuantica vino de la mano de John Von Neumann y steora de mediciones
Seamos un ejemplo de la misma: supongamos que tenemos dos posbtaslos A
y B de un sistema de nidos por las funciones de onda; y », respectivamente.
>@mo saber en cual de los estados esh el sistema? Este dilemaesolva al hacer
el experimento. De la interaccon del aparato de medicon con elstiema se conclua
en que estado estaba (o mas bien, se quedaba) el sistema (veurag 2.9Y.

Esta teora estaba plagada de efectos \curiosos". Uno de los sdamosos es el
hecho de que al medir una magnitud fsicd (a) de un sistema fsico micros@pico
(cuantico) A debemos usar un instrumento que es, en s mismo otro sistemads
M y que obviamente eshsico, es decir, su comportamiento se puede explicar con
las leyes de la fsica chsica. Pero entonces puede ocurrir que la iatecon entre

6Este efecto se denomina comunmente etolapso de la funcon de onda
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A 1 B 2 A B

A+tB = a 1t a) 2 | AAB——=ar—=Faj) »
0 ’ Q
Figura 2.9: Las mediciones selectivas. Un sistema que originalmentege estar en
dos estado®\ y B (izquierda), se decanta por uno de ellos al realizar la medicon (de-

recha). El aparato de medicon inter ere en el sistemacabandocon la incertidumbre
del mismo.

A y M, necesaria para poder saber el valor dga) cree una interferencia que se
trans era al mundo macros®@pico. Es decir, si tenemos un sista en el estado

= G 1+t CG g

entonces, al realizar la medicon en vez de tener el sisterda+ M en un estado
donde no se mezcle el estado de nuestro sistema cuantico con estado
de nuestro instrumento chsico, tendremos una superposiconasicomplicada

A+M = C1 1 1+ G 2 2

donde se han mezclado estados cuanticos y chsicos. Esto n@ ekt acuerdo con el
principio de correspondencia de Bohr, ya queeste insista que laica ciantica deba
estar aparte de la chsica. Obviamente podemos pensar que paesaglverlo basta
con usar otro aparatoM ° que mida lo que mideM , pero entonces la interferencia
pasa aM°y as sucesivamente terminamos en una cadena in nita. Von Neuma
intenb resolver esta paradoja introduciendo en la cadena al olavador humano que
\ no se deja interferir’ por el sistema cuantico.

Esto llewo Schredinger en 1935 a proponer su famosa paradoj&ldyato (ver
gura 2.10), conocida hoy da como elGato de Schmdinger En ella Schredinger usa
como feromeno cuantico la desintegracon radioactiva. Las pdasilidades son dos:
tiene lugar la desintegracon delatomo o no tiene lugar. El instrurento de medicon
es un detector que activa uriatnlico martillo que, en caso de que ocurra la desinte-
gracon, golpea un recipiente de cristal con veneno y lo rompe. Y ata Schredinger
mete su instrumento dentro de una caja negra sin ventanas ni ptes, junto con
...un pobre gato. La funcon de onda .\ represental entonces una superposicon
de los estados gato vivo|gato muerto y lo un observador \humao" sobre el cual
no interferia el estado cuantico delatomo sel capaz de reolver esa paradoja de ga-
to vivo-muerto al mismo tiempo pues al abrir la caja se encontramon una apacible
o cruda realidad {en funcon del amor que profese a los gatos{. h@s traspasa-
do una propiedad microsmpica (la superposicon de estadosatw desintegrado{no
desintegrado) de la desintegracon radioactiva, cwantica, al muido macrospico,
chsico, lo cual est en abierta contradiccon con el principio de @respondencia del
que ya hemos hablado. Lo que esta claro de todo lo anterior es querigerpretacon
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Figura 2.10: La paradoja del Gato de Schredinger. Arriba se mues lo que ocurre
a puerda cerrada: una dualidad gato vivo-gato muerto que lo sesuelva al abrir
la caja cuando el observador descubre o que el gato esha viv9, (@ que esa muerto

).

de Copenhagehde la Meanica Cuantica es algo para meditar y pensar:és una
cueston lo® ca para la cual los argumentos fsicos no son concluyente§ como
dijo Born en su ya mencionado artculo.

2.5.2. Los universos paralelos de Everett

La interpretacon de Copenhagen de la Me@anica Cuantica implica lecolapso de
la funcon de onda al interaccionar con el aparato de medicon lo gy como hemos
comentado, conduce a no pocas paradojas. Entre los muchosntie de remediar
estos problemas se propusieron una in nidad de teoras como lagrfasas variables
ocultas. No es el objetivo de estas notas tratar aqu de todo ellgl lector interesado
puede consultar la bibliografa chsica al respecto, en particular [5

Figura 2.11: Los universos paralelos de Everett. Cada decisbn gtenamos o me-
dicon que hacemos desdobla nuestro universo en dos o nas, darfa que siempre
hay alguno donde ocurre cada uno de los sucesos probables.

"Hoy da no hay unanimidad en como interpretar la teora clantica. Un magn co libro sobre
el tema esLo decible y lo indecible en meanica clantica de John S. Bell (Alianza Universidad,
1990).
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Por supuesto que existen otras posibles interpretaciones. Una elas, que
ademas a dado lugar a muchsimas novelas de ciencia ccon (por&pnplolLa llegada
de los gatos clanticosde Frederik Pohl) es la de los universos paralelos propuesta
por Hugh Everett en 1957. La ideagrosso modgpes la siguiente: Al hacer la medicon
(o simplemente al haber mas de una opcbn) hay dos posibilidadesda estamos
considerando de nuevo el ejemplo de dos mediciones de la gura 2e9pnces en
el momento de la medicon no hay colapso de la funcon de onda sinoeyde forma
continua en el tiempo, en ese instante en universo se divide en desuro el resul-
tado ha sido el universo donde ha prevalecido la medicon A (como en tpura 2.9),

y en el otro, por el contrario, ha sido la medicon B la que ha preval@o. Aunque
esto parezca una broma \pesada" no lo es. En [2&.7] hay varios ejemplos donde
se muestra ®mo esta interpretacon es plausible y nada descélada.

2.6. El principio de incertidumbre de Heisenberg

Uno de las consecuencias mas importantes y controvertidas de lae@nica
Cuantica fue el principio de incertidumbre descubierto por Heisemsg descubre
en 1926 (aparentemente descubierto durante una de sus tantasitas a Borh en
Copenhagen cuando paseaba por los bosques de las afueras dedadju

Usando el formalismo ondulatorio, Heisenberg comprolm que dabexistir un
principio de incertidumbre al medir ciertas magnitudes fsicas como lposicon y
el momento. En 1926, Heisenberg consideio una onda \gaussiamarmalizada del
tipo 7

1 G xp? o 2 (x_xg)?
( x;0)=k k “e =22 e-PX; k k= e 2 dx;
R

es decif yA z
( x;0)( x;0dx= j( x;0)j%dx=1:
R R

Si una partcula vena descrita por dicha onda, entonces usanda idea de Born,

el valor medio para la posicon de la partcula era
Z Z

txi=  (x;0x( x;0)=  xj( x;0)%dx = Xo;
R R
y para la posicon, usando que el operador correspondiente al mento era ‘=

i~—, tenemos
@x z S
hpi = ] ( x;0)8( x;0) = po;

es decir que nuestra partcula tiene un momentp, y est en la posicon xq. Si ahora
intentamos determinar con que precison estamos calculando lodaees de estas dos
magnitudes tenemos que calcular las varianzag y o,

Z z ’

= (X0 x0)*(x0)= g; = (X0 WX 5

8La operacon a denota el complejo conjugado dea.
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de forma que

2 ~

x p= Z; 0, equivalentemente 4 x4 p= E;
condx=" xy4p= P ~p- Es decir, no podemos nunca medir con una precisbn
tan grande como se quiera las dos magnitudés< y 4 p. De hecho, resulta ser que

4 x4 p % es decir, Heisenberg descubro justo la onda que minimizaba el gripio
que lleva su nombre.

>De nde sale esta incertidumbre que no existe en la me@nicasiba?

2.6.1. El experimento de difraccon y el principio de incer -
tidumbre

Consideremos el siguiente experimento imaginario. Supongamos ¢ereemos
una pared con un agujero en el centro de dametrd y lanzamos un electon cuya
trayectoria es perpendicular a la pared y que pasa por dicho ori cio.

Figura 2.12: Esquema de difraccon de rayos X y electrones (izquie) y de luz
monocromatica (derecha)

Supongamos que el electon efectivamente se comporta comawnda mono-
cromatica de longitud . Entonces al pasar el electon por el agujero obtendremos
la conocida gura de difraccor® (ver gura 2.12) formada por crculos conentricos
alrededor del puntoO. Nos interesa estimar el radio del primer crculo de dicho
paton.

Para ello vamos a utilizar la representacon esquenatica del experento que se
puede ver en la gura 2.13. Para describir la difraccon se suele divida rendija en
2N partes iguales. Nos interesa conocer donde aparece el primerima por lo que
escogeremohll =1, i.e., dividiremos el agujero a la mitad y consideraremos loayos
gue salen del centro y los extremos, respectivamente, tal y cos® representan en

%Vamos a asumir que tanto la fuente de electrones como el plano doadaparece la gura de
difraccon estn lo su cientemente alejados del agujero y de eta forma usaremos el netodo de
Fraunhofer
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N

Figura 2.13: Esquema de difraccon (izquierda) y detalle del mismo €decha)

la gura 2.13 (cualesquiera otros dos que escojamos nos dan urulaslo similar).
De la gura 2.13 se deduce que en el punt®d haba un mnimo si la diferencia del
camino recorrido por ambos rayos (el que sale del extremo supesicel del medio
del agujero) es un rumero enteran de veces la mitad de la longitud de onda de la
misma (tendan una interferencia negativa), luego

d
ésen = mz =) dsen = m;

y por tanto el primer mnimo se obtenda cuandodsen =

El experimento de la difraccon de electrones nos permite comprata veracidad
del principio de incertidumbre de Heisenberg. Ante todo notemos gypara nuestro
electon 4 p, es cero ya que el electon se mueve en el eje dedashora bien, cuando
pasa por la ranura sabemos que se difracta, es decir que puedebiansu trayectoria
inicial ya que vemos su gl ca de disperson. Por tanto, la indeteninacon 4 y del
electon en el momento de pasar por el ori cio es del ordehy = d (pues sabemos
que el electon ha pasado). Ahora bien, como tenemos una gea de disperson,
resulta que el electon tiene que haber ganado cierto impulgm en la direccon
perpendicular a su eje, eso nos da una cierta indeterminacon detlen 4 p,. Para
calcularla usamos la teora ondulatoria de de Broglie para el electp4 p, = p, sen ,
Pk =2 ~=.

Para calcular asumiremos que el
electon va a parar dentro del crcu-
lo que de ne el primer mnimo en la
gl ca de disperson {los otros crculos
los despreciamos al ser la intensidad de
estos bastante nas pequefa que la del
primero tal y como se ve en la gu-
ra de la izquierda{. Ahora bien, como
sabemaos, el primer mnimo tiene lugar

Intensidad normalizada del cuadro de
difraccon
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cuandodsen = ,de donde se deduce
sen = =d, y por tanto

4pdy= Py 4y:£ad=2 ~ >0

El principio de incertidumbre como ya hemos dicho es un pilar de la Metw
ca cuwantica. Por ejemplo, es el causante de que los electronescaggan al rucleo
pues en ese caso tantp comox valdran cero. Otra consecuencia del principio de
incertidumbre es la desaparicon del concepto chsico de trayemta.

2.7. Las matenaticas de la Me@nica Cuantica

Las matenaticas de la Me@nica Cuantica esan estrechamem ligadas al pro-
blema de la interpretacon. La principal raon se debe a que una mms& teora
no puede contener dos tipos de postulados, principios o axiomas: dasicos y los
cuanticos. Por tanto los principios de la fsica chsica deben obtegrse de los axiomas
de la Mea@nica cuantica al pasar al mundo macrosmpico donde Iisica chsica es
aplicable.

La construccon matematica impuso el \orden" en el aparente aos de la inter-
pretacon. Los principales axiomas o postulados de la Meanica @ntica se pueden
resumir en los siguientes:

[. Cualquier magnitud fsica se describe a trawes de un operador kal \hermti-
co" A de nido sobre un espacio de HilberH, cuyos vectores de nen los
posibles estados del sistema fsico.

Il. Los valoresf (a9 que puede tomar una magnitud fsica son aquellos que co-

rresponden al espectro del operador lineal hermticd que caracteriza dicha
magnitud.

[1l. El valor esperado de una magnitud fsicax cualquiera de un sistema en el
estado , es h jx i, dondehji representa el producto escalar en el espacio
de Hilbert.

IV. La funcon de onda del sistema est gobernada por la ecuaon de Schredin-

e
@t

gerfb = i dondet? es el operador de Hamilton del sistema.

Un espacio de Hilbert {que denotaremos aqu pof{ es un espacio lineal donde
est de nido un producto escalar hgjhi, cualesquiera sean los vectoresb 2 H
y que e&ﬂpletﬁ’ respecto a la normakxk inducida por el producto escalat
kxk = = hxjxi. Los operadores lineales de nidos sobrd se pueden representar

10Es decir que toda sucesbn de Cauchy e es convergente.
1para el que usaremos la notacon de Dirac: el producto escalar de ey se denotaga por hxjyi.
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mediante matrices { nitas o in nitas{ de forma que las matrices de Hesenberg, Born
y Jordan se pueden identi car como ciertos operadores lineales soH . Adenas, las
funciones de onda de Schredinger pertenecen al espacio de HilleY, el espacio de
las funciones de cuadrado integrable. Un operad& se dice hermtico sihaj/bh' =
hd?ajbi. Una propiedad fundamental de estos operadores hermticosaeque para
ellos exista una base ortonormal de autovectores y adenmas losroespondientes
autovalores eran reales. En especial estaultima propiedad eract#va a la hora de
identi car los operadores con las magnitudes fsicas medibles, c@yposibles valores
obtenidos tras la medicon han de ser cantidades reales.

Es decir, la matenatica de la Me@anica Cuantica, es la matematicade los ope-
radores en los espacios de Hilbert. Parte de esa teora era conacadprincipios del
siglo XX pero gran parte de la misma se desarrolb en Gotinga impulsager Da-
vid Hilbert pero fundamentalmente desarrollada por John Von Neunma cuya obra
quedara plasmada en el magn co libro Fundamentos Matenaticos de la Me@nica
Cuantica publicado en 1932.

2.8. Sobre la bibliografa

Mas detalles hisbricos los puedes encontrar en [3, 8, 12, 15, 18].

Como introduccon a nivel elemental de fsica cuantica se puedegonsultar [10,
19, 24]. Textos mas avanzados lo constituyen [4, 9, 15, 17, 20, 23]. Una magn ca
introduccon de lo que pretende la fsica y de su interaccon con lagmatematicas se
tiene en [11].
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Captulo 3

Me@nica Cuantica |I:
\Movimiento" de una partcula
material

Por simplicidad vamos a comenzar describiendo el sistema cuanticassencillo:
unaunica partcula sometida a un potencial externoV (+). En el poximo captulo,
generalizaremos lo aqu expuesto a un espacio de Hilbextbitrario. Comenzare-
mos describiendo los principales postulados. Una magn ca introdaon se puede
consultar en [4].

3.1. Los postulados de la Me@nica Cuantica

Postulado 3.1.1 El estado de una partcula de masan en elinstante de tiempdad
viene biunvocamente determinado por Iduncon de onda ( ¥;t). La densidad de
probabilidad de encontrar la partcula en el instante en la regon del espacio de
volumend®+ alrededor del puntor esd®P (¥) = j ( +t)j?d®r.

Proceden algunos comentarios.

1. Para que el postulado 3.1.1 tenga sentido debe ocurrir gpara cada jo
Z

j ()PP =1;

donde es aquellaregbnaccesiblea la partcula, es decir, la regon donde con certeza
absoluta puede estar la partcula (en general dicha regon seR®). Lo anterior indica
que, para cadat, la funcon es de cuadrado integrable y esta normalizada a la
unidad. Al espacio vectorial de las funciones de cuadrado integlalbo denotaremos
por L2() o simplemente L?2.

Mas aun, como veremos mas adelante, ha de satisfacer una emcon diramica,
as que es natural que (¥t) sea una funcon continua y diferenciable (al menos).
Luego, ha de ser tal que ( #;t) tiende a cero sir! 1  en caso contrario no
sera de cuadrado integrable eR®. Obviamente si es nito, del postulado 3.1.1 se

37
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sigue que (*¥;t) =0 en la frontera y fuera de , ya que en caso contrario existira
una probabilidad nita de que la partcula estuviese en el exterior delo cual sera
una contradiccon.

2. Obviamente el estado de una partcula en cada instante queda determinado a
excepcon de unafase€ , 2 R. Es decir, las funciones de onda €t)y ( ¥1t)é
describen el mismo estado del sistema. De lo anterior se sigue aaeue la fase
no es un observable.

Una cueston fsica de vital importante que surge inmediatamentees: >CGmo
vamos a medir nuestros observables?

Supongamos que vamos a medir la posicarde la partcula. Para ello asumimos
que

1. La medicbn se hace con un aparatghsico, i.e., el aparato no precisa una
descripcon cuantica (por ejemplo una regla o un metro).

2. La precison del aparato es, en principio, tan alta como se quiera

3. Elresultado de la medicon esEn el instantet la partcula estaba en la posicon
+ + donde + es el error del aparato.

>(mo entender entonces la descripcon probabilstica del padado 3.1.17?

Para ello imaginemos que tenemds cajas icenticas y N partculas icenticas
de forma que en cada caja hay unaunica partcula. Asumamos actes que todas
las partculas esein en el mismo estado, i.e., (;t) es la misma para cada una de
ellas en el instante de la medicon. Si medimos las posiciones de caddquda inde-
pendientemente obtendremos los valores, +», ..., ¥y, N0 necesariamente iguales,
que estaan distribuidos de acuerdo a la ley de probabilidajd( +;t)j?d*«. El valor
esperado deg es, por tanto

Z Z

hei = #( £, h xi= xj( £1)j2d

Xj = X;y;z parai = 1;2; 3, respectivamente. Su disperson es

a3z

4xi= W hxi®=  (x hxi)?j( &)j2de

La disperson 4 x tiene un signi cado muy preciso: si4 X es peguefp entonces
j ( #1)j? esh muy concentrada alrededor de su valor mediai, lo que indica que
la partcula se encuentra con probabilidad alta muy cerca de la posmi hxi. Por el
contrario, si4 x esgrandg entonces ( ¥;1)j2 esa muy dispersa y la partcula tiene
una probabilidad baja de estar cerca dixi.t

1Un ejemplo muy ilustrativo es el siguiente. Supongamos que §;t) = [ap}(X)=(b a), donde
[ap](X) €s la funcon caracterstica del intervalo [a;h], i.e., vale 1 six 2 [a;l] y O en otro caso.
Entonces, i = %b y 4 x =(b a)?=12. Como vemos sa y besan cercanos entonces la disperson

es pequena y tenemos que la partcula esa muy cerca de la posai media. Por el contrario sia 'y

b di eren mucho la partcula est equiprobablemente dispersa en elintervalo [a; b (muy grande).

Este ejemplo se lo debo a de Francisco J. (Pacho) Ruiz Blasco de la Uensidad de Zaragoza.
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Para explicar los feromenos de interferencia y difraccon de eleohes que men-
cionamos en el apartado anterior se ha de introducir un segundospgdado funda-
mental.

Postulado 3.1.2 Para cadat el espacio de las funciones de estado es un subespacio
vectorial del espacid_?() . Es decir, para cadat, sSi 1y » son funciones de onda,
entonces

8 1;, 22 C; = 1 1+t 2 2

es una posible funcon de onda, es decir, puede representar un posible estado del
sistema?

Lo anterior indica que, para cada, cualquier combinacon lineal de funciones es
una (posible) funcon de onda. Ello implica adenmas que la ecuacon devolucon
que gobierne o determine las funciones de onda ha de ser lineal.

Postulado 3.1.3 (Ecuacon diramica) La funcon de onda viene determinada
por la ecuacon de Schredinger

i~%= % ( KO+ V(R ( KL); (3.1.1)

donde es el laplaciandenR3, y V es el potencial al que esta sometida la partcula.

La ecuacbn anterior se suele escribir de la forma

i~7@(@‘;t) - wb): (3.1.2)

donde H es el operador correspondiente al hamiltoniano del sistema. Enestro

caso esh claro qgue es
2

H = ﬂ+ V(% t)b:

Antes de continuar debemos destacar que aqu lo tratarersoel caso cuando el
potencial V es independiente del tiempo.

Nuevamente proceden una serie de comentarios.

En primer lugar siV := 0 (partcula libre) una solucon de la ecuacon viene
dada mediante una onda viajera

( ‘F';t): Oei(RF !t);

’Notese que si 1 = , =0, se tiene 0, es decir la partcula no est en ningun sitio. Aunque
formalmente esta es una posibilidad en la pactica se asume que 6 0 en todo ( es la regon
donde podra estar la partcula, luego en algun punto de la funci on ha de ser distinta de cero).
Si 1y eshnnormalizadas a la unidad, entonces para que lo esk bastaquej 1j°+j 2j° = 1.

6,06 .0
@ @ @t

3En coordenadas cartesianas es



40 Cap tulo 3. Mec anica Cu antica I: part  cula material

dondek es el vector de onda. Sustituyendo dicha onda en (3.1.1) y usandeeda

energa de una onda es, segun ya vimog§ = ~! , obtenemos
~2k?2 ~2K?2
~l = :) E=—;
2m 2m

de donde, al no haber (energa) potenciadk = T = p?=2m, por tanto se sigue que
p = ~k, que es precisamente la brmula de De Broglie para expresar la dualkt
onda-partcula. Es decir, la ecuacon de Schredinger tiene comsolucon posible la
onda de materiade De Broglie.

Un simple vistazo a la expreson para la onda de De Broglie nos revela un
problema esta funcon no es de cuadrado integrable y por tanto no puedestribir
de acuerdo con el postulado 3.1.1 ningun estado real de una paudia. Para resolver
esta aparente contradiccon se introducen lopaquetes de ondas

Formalmente un paquete de ondas es un conjunto de ondas planaswcronati-
cas superpuestas. Usando qpe= ~k y E = ~! tenemos, para cada onda la ecuacon

(1) = ( pe P =,

luego la superposicon de todas sea
Z Z

i d319 i
. — L(pr Et) - . L pr
(£0= (Pt Won = € pie

d*p
—_ 3.1.3
E
donde® p;t)= ( Pe “Et_ Es decir, €es la transformada de Fourier de . Ademas,
para que lo anterior tenga sentido ha de ser tal que sea de cua@do integrable.
Lo anterior implica que ambas (¥;t) y € ;1) son funciones de cuadrado integrable
para todot.

La relacon de ( #t)y € p;t) como transformada de Fourier una de la otra
tiene una implicacon interesante:
Z
i d31°
D) = ft)e F'—;
€ p - ( ) (2 ~)3=2

y Z ya
j(sDPdPE= j§ p)jcdle:
R3 R3

Es decir, en principio tanto ( ¥;t) como & ;1) valdran para describir el estado de
nuestro sistema.

Adenmas, de la teora de las transformadas de Fourier tenemos gusi de nimos
la media y varianza de las componentes del vector de impuls® € py; py; P, para
i =1;2;3, respectivamente)

Z q — —
i = pi€ mYi’d’s 4p = fpfi hopi’ (3.1.4)
R

entoncest x;4 pp ~=2,y laigualdad lo tiene lugar cuando (¥;t) es proporcional
a una gaussiana e, es decir el principio de incertidumbre de Heisenberg.
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Figura 3.1: Distribucon de € p;0)= (p)y ( x;0)= ( Xx) parat=0y po = 1.
Encima~ = pg=2, i.e., p disperso; debajo- = py=10, i.e.p concentrado.

Para nuestro caso de la partcula libre ello implica que si §;t) esa muy dis-
persa en el espacio, entonces el valor del impufgesta muy concentrado y si (;t)
esh muy dispersa entonce® est muy disperso.

En la gura 3.1 se muestra lo que ocurre para el caso unidimensionak{mire-
mos quet = 0 por simplicidad) cuando tomamos en (3.1.3)

(r_po)?

1
tp0)=(p=p=-ve

para los valores- = py=2 (p disperso, gura superior) y~ = po=10 (p concentrado,
gura inferior). El correspondiente valor de (x;0) es
p__

242
( x;,0)=( x)= e T dPox:

1
3

Ambas funciones esan normalizadas a la unidad en la norm2?(R). La ga ca
muestra claramente que si la funcon (p) esk concentrada entonces la funcon
( x) est dispersa y viceversa.
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Antes de continuar debemos destacar la media y la varianza de nides (3.1.4)
no tienen por que corresponder con la media y varianza del impulsalrede nuestra
partcula. Para poder hablar de la magnitud observable necesitaremos introducir
otro postulado, pero antes de ello vamos a probar que los postuladwasta ahora
introducidos son consistentes.

3.1.1. Test de consistencia

Un test de consistencia de la teora hasta ahora descrita consigta probar que
la norma de ( ¥ t) es independiente del tiempo (en otro caso no podra de nir una
densidad de probabilidad). Para ello escribimos la ecuacon de Sctimger (3.1.1)
para

N .G . . .
i @t~ 2m ( HO)+ V() ( &t)

y su complejo conjugadd (se entiende que V es un potencial real)
asty) - P T -
~=at - m ( £+ V(R ( F1);

multiplicamos la primera por , la segunda por , las restamos y tomamos la integral
en toda la regon (ver postulado 3.1.1)

Z
i~@t i ( £l = |
Z . 7..
=i~ 1°;t)@(((;tt) + ( 1°;t)@(©;’tt) d®r
2 £
- [ et . . [ e ) 3,.
= om () ( ®t) (*Ft) (FKt) dIdr

Si ahora en laultima de las integrales usamos la brmula de Green atemos

24
7 e t) . . [ et 3
%Z (&gt) ( ®wt) (®t) (*xt !d1°
_ — @ ) INC.AY .
S m o, ("VTga (FUTge O

dondedS es el elemento dearea de la super cie % denota la derivada direccional
def en la direccon del vector normal al elemento de super cidS.°> Si ahora hacemos
+!1 laultimaintegral se anula pues (¥;t) (y por consiguiente ( *;t)) se anulan
cuando+t!1 (ver comentario 1 del postulado 3.1.1). Luego

z
@

@t

4Como antes denotaremos poz al complejo conjugado del rumero complejoz
SEn una dimensbn vale simplemente la integracon por partes.

i ( £0)j?d*r=0:
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Esto tiene una implicacon fsica inmediata: Dado un estado inicial (¥;to) 2
L2(), este evoluciona segun la ecuacbn de Schredinger, i.e., en ¢ momento de
tiempo viene descritozoor la funcon (‘F—it) solucon de (3.1.1) y adenss,

J(EDPEr= j( £to)jPdr=1;

es decir, (¥ t) es normalizada a la unidad. Luego la ecuacon de Schredinger es
consistente con los postulados 3.1.1y 3.1.2.

Vamos ahora a intentar convencernos de que para los momengpse tienen las
brmulas (3.1.4). Para ello, como ya comentamos, necesitamos iearpostulados que
complementen a los anteriores.

Postulado 3.1.4 A cualquier magnitud fsica medible A le asociaremos un opera-
dor hermtico & gue actia sobre el espacio de las funciones de cuadradograble
L2() alas que pertenecen las funciones de estafice t). i.e., &:L2() ! L2() .
Adenas, dado un estado de nido por una funcon de onda *;t) que de ne cierto
estado del sistema, el valor medizo de las medidasAleiene dado pot

i) = (gt B et) e

Un operatzjor/b: L2() ! L2()es herrgtico 7 si

D) R (D) dr= B (B A(rD)dE
Nbtese que7si,4*2J es hermtico entoncesZ
S TED A(RD dr= R(RD (#0dF
=Z R(xt) (HOPF
i.e., hAIi(t) 2 R.
Vamos a de nir el operadorr™por

£ = 1P (3.1.5)
dondeP es el operador i%entidad. Entonces
hi()y=  (KOF(KOPr= 4 ( E5DPds

gue esk en concordancia con el postulado 3.1.1.
De niremos el operador impulso’ﬁ por la expresbn
1’5:= i~r; (3.1.6)

donder denota al operador gradientede R3.

6Aunque el valor MAi (t) depende de la funcon de onda , no lo vamos a re ejar en la notacion
para hacer esta lo menos engorrosa posible.

’Sobre estos operadores hablaremos con nas detalle en el poxonapartado dedicado a la
Mea@nica clantica en espacios de Hilbert.

et,

. @fx), @f(1°)k
@x @y

]_+ @Z *

8En coordenadas cartesianas es el operadorf (¥) =
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Es fcil comprobar que ambos operadores son hermticos.

Otros operadores importantes son

. . 2 .
1. Eloperador energa ciretica® := > »donde es, como antes, el laplaciano
enR3.

2. El operador energa potencial@(f) = V(f)p.

3. El operador energa total®® 1= P+ V(f). Este adenas constituye el operador
de Hamilton o hamiltoniano del sistema.

4. El operador momento angulal’Q =k lB:z i~rot, donde rot denota el vector
rotor en R3.

Postulado 3.1.5 El resultado de cualquier medicon de una magnitud fsicanedi-
ble A debe ser un autovalor del operador asociadé)y el estado correspondiente a
dicha medicon estaa de nido por su correspondiente autfuncon.

Es decir, tenemos la ecuacbn
B et)= a( gt):

Entonces, por el postulado 3.1.4,
Z Z
mi=  (r) R(xY dr=a j(#)ide=a

que, como ya hemos visto, es réahdenas,
Z
Mm% = (rt) AR(xEY) dr=2a =)

q___
4 A%:= hA2 h Ai?=0, es decir, el resultado de la medicon, en caso de que el

sistema se encuentre en el estadq(¥;t) correspondiente al autovaloi, es exacto.
Este resultado lo discutiremos con nmas detalle en el marco de losasips de Hilbert.

3.2. El principio de incertidumbre

Nbtese que los operadore% y "p\cumplen con las siguientes relaciones:
loiil]=0=[p:pl [oip]l=i~yP;

donde [lb; @] es el conmutador de los operadore*éy ® de nido por [A;B] = AB
BA.

9Esta propiedad es en realidad una consecuencia de la hermiticidad @& como veremos mas
adelante.
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Lo curioso es que a partir de esta relacon de conmutacon se puegbrobar
gue si de nimos las varianzas dé; y [ mediante las expresiones (acordes con los
postulados descritos), i.e.,

q q
4x;= Nk hxiP)2i; 4p= Hnp hpiP);

entonces

4 X4 p E;
es decir, obtenemos el principio de incertidumbre de Heisenberg gaevimos antes.

Demostremos la brmula anterior. Por simplicidad escogeremos edso unidi-
mensional (o0 equivalentemente nos restringiremos a probar el mmipio para las
componentes en el ejg, por ejemplo).

De namos los operadores
4%:=% hxiPy4ap:=p hpib:
Dichos operadores cumplen con la propiedad
[4 &4 bl = [k p] = i~P:

Obviamente4 x = P h4 k)2 y4p= P h(4 p)?i, ahora bien, por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

S S

ya ya Z
j4 B ( x)j2dx j4 p( x)j2dx 4% (x)4p( x)dx
y Z Z
4 ( x)4p( x)dx = 4% ( X)4p( x)dx = 1yp;
le.,
4540 |y
Pero
1 Z Z
bo =5 (AR(X)NMAP(x)dx (4R ( x)(4p( x)dx
Z Z
=2—1i (AR(x)(4Pp(x)dx  (4R( x))(4p( x)dx
Z Z
=2—1i (CX)N(4 04 p( x))dx  (( x))(4 p4 0 ( x)dx
Z Z
_1l = . _ 1 i _ .
= (O0N(4map(x)dx= 2 (CON-P(x)dx= 2
Luego

4x40p %;

que es justo lo que queramos probar.
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3.2.1. Los estados estacionarios de la ecuacon de Schied in-
ger

Supongamos qu&/ no depende del tiempo. Entonces si hacemos el cambio
(£t)= (Pe “E! (3.2.1)

lo sustituimos en (3.1.2) obtenemos la ecuacon
W ®H=E (»: (3.2.2)
Es decir,  son las autofunciones dé? correspondientes a los autovalords , que

por el postulado 3.1.5 corresponden a los posibles valores de eaetgl sistema.

Nbtese que los estados de nidos por (3.2.1) son estados con unarga constante
(conservada) en el tiempo, adenas, la funcon (rt) es perodica en el tiempo
con una frecuencid = E =. Los estados con estas caractersticas se denominan
estados estacionarias

Los estados estacionarios cumplen dos propiedades muy imporean{que los
hacen de especial relevancia):

1. Ladensidad de probabilidad es independiente del tiemgd: £ t)j>=j (¥)j°.

2. Si cierto observabléA no depende el tiempo, entonces su media
Z Z

hai= (&t A(*xt) d®r= " R 1 &
tampoco depende del tiempo.

Es decir, los estados estacionarios tienen la energa pre jada yeths no evolucio-
nan en el tiempo. Lo anterior es muy util para resolver la ecuacome Schredinger
general. Supongamos que

X
(Ht=0)= c (9, (3.2.3)

entonces, la funcon de onda (estado) se escribe como

X i
()= ce=F' (¥

Una pregunta natural es >cuando el desarrollo (3.2.3) tiene luggr omo calcular

los coe cientesc ? Una posibilidad es que las autofunciones del hamiltoniat® de
constituyan un conjunto completo (y ortonormal) del?( ).

3.3. Ejemplos

Vamos a estudiar dos ejemplos representativos unidimensionales.
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V (X)

Uo

Figura 3.2: Pozo potencial.

3.3.1. Una partcula en un pozo de potencial

Sea una partcula que se encuentra en un pozo potencial como eée muestra
en la gura 3.2.

La solucon de la ecuacon de Schredinger estacionaria

2 @ g Up; X< 0
5oz ( XN+ VX)(Xx)=E(Xx); VX=_ 0 0<x<L;
2m @% ' Up x> Lt

paraE < U la buscamos de la forma

8
< 1(X)= A+ Ae ¥ x< O;

( X)=  o(X)= B1€% + Bye %; 0<x<lL;
T a(x)= Cie M+ Gy x> L

dondek = %p 2m(U, E), = %p 2mE.

Como ha de ser de cuadrado integrable, entonce&, = C, = 0.

Ademas, y %han de ser continuas efiR as que tenemos las siguientes con-
diciones

10)= 200;  200)= 20); aL)= s(L);  AL)= 3(L);

que nos conducen al sistema

kAl = |Q(Bl Bz),
BleiqL + B,e iaL = C,e kL;
. iCI(BleiqL B.e iqL) = kCle kL:

g A: = Bi+ By
3

De las dos primeras ecuaciones eliminamAs y de las dos segundaS,, as

(k ig)Bi+(k+iq)B,=0; (k + iq)€B,+(k ig)e 9“B, =0:
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Para que este sistema homogeneo tenga solucon su determinarita de anularse

k g k + iq P o _ kg %
det (k+ iq)eiqL (k |q)e [o] R 0 _) ez - K + Iq . (3.3.1)
Como
kK iq o _ kg _
k+ iq =1 e T k+iq %)
_ k@ _ g
B Tiare T kv

Combinando lo anterior con (3.3.1) se tiene = gL, de donde se sigue que los valores
de energaE permitidos corresponden a la solucon de la ecuacon trascendait

_k ¢ I
cosib = for © LT v g
0, equivalentemente,
2kq
tan ql_ = m: (332)
Seax = P E=Uyy = P 2mUyL=~, entonces la ecuacbn anterior se escribe como
p
X(1 Xx)
t = 2———=: 3.3.3
an X 1 o ( )

Es ficil comprobar que para todo esta ecuacbn tiene al menos una raz real en
(0; 1) por lo que nuestro sistema tiene al menos un estado estacionaAomedida
gue es nas grande el rumero de estados aumenta (\ease la gura3j.

6 6
6 6
3 3
3 04 |06 03 1 3 04 /9,’6 0j8 1
6 6
9 9

Figura 3.3: Soluciones de la ecuacon (3.3.3) para= 1 (derecha) y = 10 (izquier-
da).

Nbtese que si tomamos el ImiteUy ! 1 en (3.3.2) obtenemos los valores de

energa
2 2 n2

2mL2’

que coinciden con los valores de energa para un pozo in nito (ver gislema 3.3.1).

(3.3.4)
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V (X)

Uo

Figura 3.4: Potencial del efecto unel.

3.3.2. El efecto tinel

Consideremos ahora el movimiento de una partcula en un potencidél tipo de
la gura 3.4

La solucon de la ecuacon de Schredinger estacionaria

8
2 @ < 0 x<00;

——(X)+ VX)( x)= E ( x); V()= Uy 0O0<x<lL; (3.3.5)
2m @X% ' O;O x> L:

Vamos a comenzar considerando el caBo> U . La solucon tiene la forma

8 _ .
< 1(x)= A+ Aye K x< O

(x)=. »(X) = B1€% + Boe 9 0<x<L;
3(X) = Ce + Coe ™ x> L;
dondeq= X’ 2m(E Uy y k= &' 2mE.

Ante todo notemos que esta solucon es de tipo onda viajera, similarla de
una partcula libre, por lo que no es de cuadrado integrable y por tém no puede
describir ningun estado real (\ease la discuson del postulado.B.3) por lo que habra
que de nir los correspondientes paquetes de ondas. No obstaptalemos considerar
nuestra partcula como una onda descrita por la ecuacon (3.3.5) geterminar su
comportamiento en funcon de las amplituded\,, ..., C, de las mismas. Ante todo
notemos que si es una solucon correspondiente a la energg, tamben lo
es. Dado un valor de energa podemos considerar dos tipos de soloes: una .
cuandoC, = 0 (la onda incidente va de izquierda a derecha) y la otra cuando
A; =0 (la onda incidente va de derecha a izquierda). La solucon genérsea una
combinacon lineal de ambas. As pues nos centraremos en la saac®

8 . .
< l(X) — e|kx + Ae |kx; X< O
+(X)=  o(X)= B1@™ + Bye ¥; 0<x<lL;
3(x) = Ce*; X > L:

10pgr |a linealidad podemos tomar sin perdida de generalidadA; = 1.
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Los valoresR(E) = jAj? y T(E) = jCj? de nen los coe cientes de re exon y
transporte (0 paso) de la onda. Usando la continuidad de y ° obtenemos las
siguientes condiciones

10)= 20);  20)= 300 aL)= s(L);  AL)= S(L);

gue nos conducen al sistema

g 1+A= B]_ + Bz,
k(1 A)=aqB1 By);
o (3.3.6)

§ Bleiq" + B,e ab = C.e™;
. Q(Bleiql_ B.e iqL) = kCleikL:

Multiplicando por k la tercera y sumandole y resaindole la cuarta se obtienen,
respectivamente, las ecuaciones

iL (k q) L (k+0)
_(k+@et® @ o (@ Kettn

B
1 2q ; 20

Multiplicando por k la primera ecuacon de (3.3.6) y sumandole y restndole la
segunda obtenemos

(k+ QB1+(k @B,=2k; (k QB1+(k+ QB,=2KA:

Si sustituimos en la primera de estas ecuaciones los valoresBdey B, anteriores
obtenemos pareC el valor

4kge K- B 4kge K- _
(k+ o)2e @4 (k 0)2ea- (k2 + op)sen(L) + 2kqgicos@L)’

C= (3.3.7)

Resolviendo respecto & obtenemos

_ (k2 ?)sen@L) _
A= (k2 + g?) sen(glL) + 2kqgicos@L) (3.3.8)

De lo anterior se deduce que

T(E) = 4k?cp B 1
 (K2+ ?)2ser¥(qL) + 4k2?cog(qL) L. (¢ d)sen@L)
2kq

yR(E)=1 T(E).

De la expreson anterior se deduce qué&(E) 0. Adenas, si sen@L) = 0,
entoncesT(E) =1y R(E) = 0, es decir, la partcula pasa como si no existiese la
barrera: la barreb’a\ es transparente. Esto ocurre para los vaésrdeql = n , por
tanto comoqg= 1 2m(E U, =)

2 2n2

E=U+ —:
Yot 5
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Supongamos ahora quE < U (. Para obtener el resultado basta hacer el cambio
g! i .As, obtenemos
1 .
(k2+ 2)senh(L) ?’
2k

T(E) =

1+

Notese queT(E) > 0, es decir <la partcula siempre traspasa la barrera!

Este efecto, imposible en la meanica chsica, se conoce como tefemel. Su
gran importancia qued re ejada en el hecho de que en 1973 L.dks, |. Giaever y
B.D. Josephson recibieron el premio nobel de fsica por sus desgaotientos relacio-
nados con este efecto y mas tarde en 1986 G. Binnig y H. Rohrerrpsu disefo de
un microscopio electonico basado en el efecto unel.

Para terminar este apartado notemos que, pafa < U, en el Imite L 1

16k°? .

es decir, el coe ciente delb transporte decae exponencialmente emocconlL. Este
Imite corresponde al caso 2m(U, E)=—~ 1, i.e.,

1. m ~=2(U, E)L?), masas muy grandes (Imite de la meanica chsica),
2. L2 ~2=(2(U, E)m), barrera muy ancha,

3. Uy E ~?=(2mL?), barrera muy alta.

3.3.3. Problemas

Problema 3.3.1 Encuentra los autoestados de la ecuacon de Schredinger estac
naria para un pozo potencial in nito

< 1: x<020
V(x)= 0, 0<x<L;
1 x>L;

y compara el resultado con los valores obtenidos en (3.3.4).

Problema 3.3.2 Resuelve la ecuacon de Schredinger estacionaria para el poteic

escabn
0 x<0

Uy, x> L:

Compara el resultado con el del caso de la barrera potencial declaura in nita.

V(x) =
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Captulo 4

Me@nica Cuantica Il: Espacios de
Hilbert

En este captulo desarrollaremos la Me@anica Cuantica sobre unspacio de Hil-
bert general. Aunque el captulo es autocontenido, es recomeaie consultar el
Anexo A donde se da una breve introduccon a la teora de espacidsncionales
(metricos y normados), as como se desarrolla con mas detalldas propiedades de
los espacios de Hilbert separables.

4.1. Espacios eucldeos y espacios normados

Comenzaremos este apartado recordando algunas de nicionesagales.

En adelante asumiremos qu& es un espacio vectorial complejo

De nicon 4.1.1  Se dice que un espacio vectori&d es un espacio eucldeo si dados
dos elementos cualesquiergy 2 E existe un rumero denominado producto escalar
y que denotaremos polx;yi tal que

1. Paratodox;y 2 E, hx;yi = hy;xi.

2. Paratodox;y;z2 E, Xy + zi = hx;yi + hx; zi.
3. Paratodox;y2Ey 2C, hxyi= hyi
4

. Paratodox 2 E, x 60, hx;xi > 0y si hx;xi =0, entoncesx = 0.

Una consecuencia de la de nicon anterior es que

1. Para todosx;y;z 2 E, hx + y;zi = x;zi + hy; zi.

2. Paratodosx;y2 Ey 2C,hxyi= myi

1En adelante denotaremos poiz al complejo conjugado del rumero complejoz

53
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El ejemplo mas sencillo de espacio eucldeo es el espa€ld con el producto
escalar esandar. Otro ejemplo sencillo es el espa€ifa; j de las funciones continuas
en [a;j cerrado y acotado con el siguiente producto escalar

Z b
h;gi =  f(X)g(x)dx: (4.1.1)

a

Una propiedad importante de los espacios eucldeos es la desigudlda Cauchy-

Schwarz
jhf;gij? hf;f ihg;g: (4.1.2)

Para demostrarla basta usar que paratodo2 Cyf;g 2 E,hf +g;f + g 0,
0 equivalentemente,

jjPrefi+ H,gi+ hgfi+hyg;d=jjfi+2<( H,gi)+ hg;g O
Escojamos = H;gighg;fij, 2 R. Entonces, como
0 j jfi+2<(H;gi)+ hgid =j j*H;fi+2j jihfigij + hg;d;

el discriminante de la ecuacbn cuadatica en ,j j?h;f i +2j jjhf;gij + hy;d =0,
ha de ser negativo, luego se tierjiaf; gij2 h f;f ihg;g 0, de donde se sigue (4.1.2).

De nicon 4.1.2  Un espacio vectorialX se denomina espacio normado si para
todo x 2 X existe un rumero real denominado norma, que denotaremosrpkxk,
gue cumple con las condiciones

1. Paratodox 2 X, kxk 0y si kxk=0 entoncesx =0.
2. Paratodox 2 Xy 2C, kxk=] jkxk.
3. Para todox;y 2 X se tiene la desigualdad triangular

kx + yk k xk+ kyk: (4.1.3)

Teorema 4.1.3 Todo espakpio eucldeoE es normado si enel de nimos la norma
mediante la brmula kxk = * H;f i. Adenas, kf k kgk jh f;gij.

La demostracbn se deja como ejercicibPor ejemplo, en el espaci€[a; d podemos
de nir la norma por S
z b
kf k = if (x)j2dx:

a

De nicon 4.1.4  Un espacio eucldeoE completd respecto a la norma inducida
por un producto escalar se denomina espacio de Hilbert y londe&aremos porH.

szs syl ciente ver que kf + gk? = H + g;f + g = H;fi+2ngi+h;d hffi+
2 M;fi hg;g+hg;g =(H;fi+hy;g)?=(kfk+ kgk)?. El resto de los axiomas es inmediato.
3Un espacioE es completo si cualquier suceson de Cauchy eE converge a un vector deE.
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En adelante nos interesaran los espacios de Hilbdtt separables, es decir, aque-
llos espacios de Hilbert que contienen un subconjunto numerable den

De nicon 4.1.5 Sea el sistema de vectords ,gl_, deH linealmente independien-
te {es decir, que cualquier subsistema nito es linealmentedependiente{. Diremos
quef ,gt., es un sistema ortogonal dos a dos si

hon: mi= nmk nk% 8n;m2N: (4.1.4)

Si ademask ,k =1 para todon diremos que el sistema es ortonormal.

Por ejemplo, el sistema de funcionddg[f sennx; cosnxgi_,; es un sistema ortogonal
dos a dos respecto al producto escalar
Z

Hgi=  f()g(x)dx:

De nicon 4.1.6  Dado un vectorx 2 H dg, nlremos la serie de Fourier respecto al
sistema ortonormalf ,g_, ala series := -1 Cn n, donde los coe cientes vienen
dados por las expresiones, = hx; i, para todon 1

Denicon 4.1.7 Dadaf 2 H y una sucesons,, se dice ques, converge en norma
af si

Im kf s,k=0:
n!l
Es fcil ver que si los vectores (no nulos);:::; , de un espacio eucldeo son

ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Teorema 4.1.8 En un espacio de HilbertH de cualquier conjunto de vectores li-
nealmente independiente se puede construir un conjunto detores ortogonales (or-
tonormales).

Demostracon: Para probar el teorema tomamos un sistema de vectores linealmen
te independiente (,), de H cualquiera y de nimos un nuevo sistema de vectores
( n)i., de la siguiente forma:

1. Tomamos ;= 1=k k.

2. A continuacon escogemos™, de la forma
2= 2t 21 1,

donde ,; es tal que 7, sea ortogonal al vector 4, i.e. h ;; i = 0, de donde se
deduce que ,1 = h 1; »i. Entonces , = 7=k 3k es ortonormal a ;.

3. Pason. EscogemosT, k 3, de la forma
X 1

h= nt nk ks
k=1
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donde los coe cientes nx, N 2 N, k = 1;:::;n 1 son tales que™, sea orto-
gonal a todos los vectoresy, k = 1;2;:::;n 1, anteriores. Usando la ortogo-
nalidad es &cil comprobar que .« = h ; 5, k =1;2;:::;n 1. Finalmen-
te de nimos , = T,=k T,k que es ortonormal a todos los vectores anterioreg,
k=1;2;:::;n 1.Y as sucesivamente. 2

El proceso anterior se denominproceso de ortogonalizacon de Gram-Schmidt

Nbtese que del proceso anterior se sigue adenas que, paraxad 1,
X1 X1

n= nt n;k~k:) n= nt n;k k-
k=1 k=1

Luego,

hY%; 5i=0; 8=0:L:::n 1 , h ; »i=0; 8k=0:1:::n 1

Usando lo anterior es &cil ver que™, admite la siguiente expreson explcita:

h 1, 1?h1;2? hl;nl? 1
~ = h 2,. i h 2,. 2l h o noal 2 (4.1.5)
hony 2l hopy oo h o nal n
Para ello basta notar que el producto escaldr ; 5i =0, k=1;2;:::;n 1, ya
que el determinante resultante tiene dos columnas iguales. Nogeadenas que
h=; i = o
donde , son los determinantes de Gram
hi 4 hog; o h 1, nal hogy ol
_h2;1ih2;2i h 2, nal hog ol
n= : :
hny 2l hogp oo h ony na hop ol

De lo anterior deducimos tamben que los , son un conjunto linealmente indepen-
diente deH si y ®lo silos , 6 0 (en nuestro caso , > 0), para todon 2 N.

Nbtese que los subespacios generados por los vectorgg{y ( n)n coinciden.

Teorema 4.1.9 Si el espacio eucldeoE es separable, entonces cualquier sistema
ortogonal (ortonormal) deE es numerable.

Demostracon: Asumamos sin perqi)dg de generalidad que el sistema(), es or-

tonormal. Entoncesk | mk = 2 sin 6 m. Sea el conjunto de las bolas de

radio 1=2 y centro en cada ,, B( n;1=2). Estas bolas no se interceptan, luego en

casa bola hay ununico vector ,, de nuestro sistema ortonormal. Sea ahora \)x

un conjunto numerable denso ek (pueseste es separable). Entonces, en cada bola

B( n»;1=2) haba al menos un ¢, luego el umero de bolas y por tanto de elementos
n €S numerable. 2
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4.2. Operadores en H
En adelante asumiremos que el espacio de Hilbéites separable.

De nicon 4.2.1  Un operadorlp es una aplicacon deH en H;, dos espacios de
Hilbert, I0: H 7! H;.

De nicon 4.2.2  El operadord se denomina operador nulo 8 2 H,B =0 . El
operadorp se denomina operador identidad 8 2 H, p =

En adelante asumiremos quel; H.

De nicon 4.2.3 Un operadorlp eslineal si8 1; ,2C,y 1; 22H,

|p(1 1+t 2 2)= 1|p 1+ 2|p 2.

De nicon 4.2.4  De niremos el producto b = DB de dos operadorestb y ® al
operadorLb que obtiene al actuar consecutivamente los operadoﬂ%s Iuego/b, ie.,

=®; b= Ao =) b= W) :

En general®® 6 BA, i.e., la multiplicacon de operadores no es conmutativa.

De nicon 4.2.5  Llamaremos conmutador de dos operadorééy ® al operador

[/b; I@] = AR BA;
As pues, dos operadores conmutan si y lo si su conmutades el operador nulo.

De nicon 4.2.6  SealP: H 7! H. Si existe el operadorlp ! tal que
bb 1= b 1b= p;

lo denominaremos operador inverso ab.

En adelante vamos a usar la notacon de Dirac para los vectores, logeradores
y los productos escalares.

As, un vector de H lo denotaremos porj i (ket vector) y su correspondiente
conjugadoh j (brac vector)*. As, denotaremos el producto escalan ; i porh j i
y adenas

hijd i:=hjbi:
A los productos anteriores les denominaremasdementos matricialesdel operador

0. En adelante, a no ser gue se especi que lo contrario, asumiremag ¢ps vectores
estn normalizados a la unidad, i.e., k k=1.

4Estos nombres vienen de la palabra ingleshracket



58 Cap tulo 4. Mec anica Cu antica Il: Espacios de Hilbert

De nicon 4.2.7  Seald: H 7! H. Si existe el operadoP* tal que para todog i
yj 1 deH tal que

hjlg i=hijbj i; (4.2.1)

lo denominaremos conjugado o adjunto d@ Es decir el operadorLb+ es el conjugado

o adjunto delPsih jib i=hb* j i=hjbr i.
De la de nicon anterior se deduce fcilmente que
1. (b)) = b,
2. ( by =—br 8 2cC,
3. (o)t = N+ b+ y
4. h jbNgj i=nhb" N i,8 ; 2H.

Un ejemplo especialmente importante es el caso cuardi@s de dimensbn nita.
En este caso si (,)\_; es una base (en particular, una base ortogonal) e entonces

y por tanto a b se le puede hacer corresponder una matrilzi;()m -, - Si denotamos
por L;; la matriz asociada al operadof®* entoncesL; = Lj;.

Otro ejemplo son losiP gue admiten una representacon integral. Por ejemplo,
supongamos quéd = L?(R) y
Z

P(x)=  Lxy)( y)dy;

R

donde L(x;y) es elrucleo del operador, entonces, si denotamos pd&r (x;y) al
rucleo de I, L* (x;y) = L(y;x).

De nicon 4.2.8  Si lP= b* se dice qgue el operador es hermtico o autoadjunto.

Por ejemplo, siH es de dimensbn nita, 0 es hermtico si su correspondiente
matriz satisfaceLi; = Lj;. SiH = L?(R), los operadores de nidos por

B(0=x(x; b(0= =90 b= x;

son hermticos. En el caso de operadores con representaconegral, estos sean
hermticos si su rucleo es tal queL (x;y) = L(Yy; X).

Proposicon 4.2.9  El producto I0 = A® de dos operadore® y ® hermticos es
hermtico si y ©lo si 2y B conmutan, i.e., [2;8] = 0.
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Demostracon: Seald = A®. EntonceslP* = B A = B, luegoP = IB* siy olo
siAB= B ie., BB =0 2

Proposicon 4.2.10 El conmutador[/b; I@] de dos operadores hermticog? y B es

tal que
(A, 8] = ilb;

con 1B hermtico.

Demostracon: Supongamos queﬁP; @] = M. Entonces
o =(ARB) = (RB= N 5 N=ib

con b hermtico ((iR)* = ib* = ib). 2

De nicon 4.2.11 Seaj i2 Hconkj ik&O0. Siexiste 2 C tal que
g i=ji
entonces se dice que i es un autovector ddb y es su correspondiente autovalor.

Nota 4.2.12 En ocasiones es ®modo denotar a un autovector asociado porj i
(suponiendo que es un autovalor simple). Si adenas el conjunto de autovaés es
numerable entonces se suele simpli car aun mas la notagn: jni ;== _i.

n

Proposicon 4.2.13  Si P es hermtico, entonces sus autovalores son reales.

Demostracon:
B i= ji = h j§i=zhjPi= nhiji=:

Por otro lado de (4.2.1) se sigue que

hijlo'j i=hij i=hP ji="hji="
luego, comoalP es hermtico IP = [b* por tanto = . 2

Proposicon 4.2.14  Si P es hermtico, entonces los autovectores correspondieste
a autovalores distintos son ortogonales.

Demostracon: SeaIQ = 4 1, IE] ol = 5] i, entonces

h ol 1i= 1h o i
h o) 4i =h 4§ 5= 5h 4 2i= sh 5 i

e. (1 2)h o) 11 =0, luegocomo ;6 ,,h 5 i =0. 2
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De nicon 4.2.15 Un operadorlb se denomina unitario Si

B = B* b= p:

Proposicon 4.2.16  Si B es unitario, entonces todos sus autovalores son tales que
jji=1.

Demostracon: Sealbj i = ] i, entonces

1=hjb*0 i= hijbji= hjBji= hji=j]j

De nicon 4.2.17  SeaB un operador unitario. La transformacbn
j i7'j i=W0 i; b7 b= 0*bo;
la denominaremos transformacon unitaria dej iy b y la denotaremos poff Ug.

Proposicon 4.2.18 Las transformaciones unitarias conservan

1. Las relaciones de conmutacon de los operadores.
2. La propiedad de hermiticidad de un operador.

3. Los autovalores.
4.

Los productos escalares y elementos matriciales de unrager.

Demostracon: 1. Sean®, ® y b tres operadores tales que!t{; @] = b y seaf Ug una
transformacon unitaria. Denotemos porh, By blos operadores correspondientes a
A B y 1o desples de la transformacon. Entonces comdi{; @] = b =)

AB BA=Db =) b Abb O BAb= b bH=Db

pero

(b A0)(B*BE) (b BO)B*AB)=HB B =) [wEE=Db
2. Sealb = [b*. Seab= B+ bY, entonces
b = (b*bh)* = B*b*b=B*bh=1b

3.Seall i= j i, entonces
O PO i= @) =) Bi= i
4.h 4jl§ i =h OO POBO*j i = KBt jOIPBBT Li = h 4j] Li: 2
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Nota 4.2.19 Los operadores que nos van a interesar son aquellos operaddermti-
COS cuyo conjunto de autovectores constituya un sistema qoeto deH, es decir que
todo vectorj i2 H se puede expresar biunvocamente en funcon de dicho ssta.
Este problema (de encontrar dichos operadores y el conjurde sus autovalores y
autovectores y comprobar que constituyen un sistema congjees muy complicado
y requiere de la potente maquinaria de la teora de operadsy en espacio de Hilbert,
el teorema espectral de Riesz, etc. Basta mencionar queHsies separable, enton-
ces enH existe una base ortonormal completa y & es un operador autoadjunto
(hermtico) y compacto, entonces sus autovectores constyen un sistema ortogonal
completd. Conviene no obstante destacar que muchos operadores irtgues de la
mea@nica clantica no son siquiera acotados.

En adelante, por sencillez, nos vamos a restringir a considerar adpge ope-
radores que tengan asociados un conjunto numerable de autéwess y que dicho
conjunto sea un sistema completo.

Supongamos qudp es uno de tales operadores y denotemos pgr (i), su
conjunto completo de autovectores. Si todos los autovaloresnssimples entonces,
como ya hemos visto, los correspondientes autovectores sorogonales. En el caso
de que tengamos autovalores nultiples sus correspondientes @awgctores se pueden
ortonormalizar usando el metodo de Gram-Schmidt que describirm@ntes. As pues
asumiremos quej( i), €s un sistema ortonormal (ortogonal cokj ik = 1).

Seaj i un vector cualquiera deH, entonces i se puede desarrollar en serie de
Fourier respecto | i)

X
ji= faj ai; fa=hoj i

n

En otras palabras, { i), es unabase ortonormal completade H.

Las bases juegan un papel fundamental. En particular, las basesoeaiadas a
operadores hermticos.

Sea { i), una base ortonormal completa déd y sea® un operador lineal,
entonces

X
A hi2H=) A i=  Annd mi=) Amn = h oM i

m

A la cantidad h mj/ﬁ] ni la denominaremos elemento matricial del operadd? en
la base { i)n.

Si ( ni)n es la base asociada a cierto operador hermtic® se dice gue la
matriz A = (An:n) €s la matriz del operador/b en la Ip-representacbn. Nbtese que

la matriz del operadorlp en su propia representacon (Iap-representacbn) es una
matriz diagonal con los autovalores en la diagonal.

Mas aun, as como el conjunto de rumeros ), de ne biunvocamente el vec-
tor j i, la matriz A de ne biunvocamente al operador/b (en la base correspon-
diente se sobrentiende). As pues, el operaddk” sea hermtico si su matriz A es

SEsto es consecuencia del Teorema espectral. Para mas detallesage el Agendice A.
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gutoconjugada, e, Amn = Anm, M sem unitario si su matriz A es unitaria, i.e.,
kAm;kAn;k = m;n s etc.

Nota 4.2.20 Nbtese que siH es de dimensbon nita, las correspondientes matrices
son matrices cuadradasN\ N dondeN es la dimenson deH, pero siH es de
dimenson in nita, entonces las correspondientes matries son in nitas.

Proposicon 4.2.21  Si dos operadoredd y N tienen un sistema completo de au-
tovectores(j ni), comun, entonces[Lb; I‘@] =0.

Demostracon: Sean |, los autovalores deb correspondientes a los autovectores i
y n los del operadorl‘@ correspondientes al mismo autovector (son comunes). En
las premisas del teorema tenemos

BN Li= 8 iz o niz= WN i =N W)= B
Seaj i2 H cualquiera. Entonces

X
oNj i =N f.j i

X'
=P fj i

n

X X
f.oN iz N L

B i=) [b:N]=o0:

El recproco tamben es cierto:

Proposicon 4.2.22 Si dos operadoreskb y N con sistemas completos de autovec-
tores conmutan (Ip; I‘@] = 0), entonces tienen un sistema completo de autovectores
(J ni)n comun.

Demostracon: Sea el subespacio propio asociado a cierto autovalorde b, ie.
3 i= jicondim < +1 ¢ Como [oN]=0, entonces

] i)y=MN018 i=amj i) ) Nj i2

Por hipptesis N tiene un conjunto completo de autovectores que denotaremosrpo
(J ni)n, por tanto cualquierj i 2 podemos escrilgirlo como combinacon lineal
de un subconjunto de los vectoreg (,i)n, i.€.,j I = | « «i.Peroentonces en

cada uno de los subespacios propios, Ipy Np comparten un subconjunto completo

de autovectores.

Ahora bien, comolP tambgn tiene un sistema completopde autovectores, que
denotaremos por | ,i)n, entonces paratodg 12 H,j i = k] «i. Pero dado
gue cada i pertenece a alguno de los subespaciosentonces, tal y como hemos
demostrado, podremos escribirlo como una combinacon lineal de sistema comun
de autovectores deb y N, ie., P y Np comparten un sistema completo conun de
autovectores. 2

8En el caso de dimensbn nita es evidente, no as en dimenson in nita donde haba que ser
mas cuidadoso. Por ejemplo si los operadores son hermticos y eapactos el Teorema espectral nos
garantiza lo anterior. Para nas detalle ease el Agendice A.
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Nota 4.2.23 Si nos restringimos al caso cuandbl es de dimensbn nita entonces
es conocido que todo operador lineal es compacto. Por tantoed caso de operadores
hermticos en dimenson nita el teorema espectral asegia la existencia de un sis-
tema completo de autovectores siendo ademas cada uno dedobespacios propios
correspondientes de dimensbn nita. En el caso dimensa in nita hay que tener un
poco de cuidado ya que en general dado un operador hermtiemtenemos asegurado
la existencia de dicho sistema.

Nota 4.2.24 Otra prueba en el caso de dimenson nita consiste en probague
en cierta base ambos operador&y N se pueden diagonalizar al mismo tiempo.
Supongamos que conocemos el conjur(jo i), de los autovectores d®. En esa

base la matriz delP es diagonal:iLymn = 1 mn. Como [IP;I‘@] = 0 entonces las
matrices correspondientes 4o y N 1P son iguales
X X
(LN)mn =(NL)mn = =) Lmk Nin = NmkLin =)
k k
X X
m mkNkn = Nmk n kn :) Nm;n( n m) =0:
k k

Si todos los autovalores son distintos, entoncBls,., =0 sim 6 n, es decir la matriz

de N es diagonal. Resta probar que ocurre si hay autovalores ltiples. Suponga-
mos que la multiplicidad de cierto autovalor, esgy sean y;, | = 1;2;:::;0,
los correspondientes autovectores asociados. Entoncesmo mucho hayg(g 1)
elementos matricialesN,,, no diagonales distintos de cero, los correspondientes a
h k;ijl‘@j ki, dondei & j, i;j =1;2;:::;9. Basta probar que existen ciertas com-
binaciones lineales ; de los correspondientes autovectorgs.i, j = 1;2;:::;0,
tales queh ;jNj ;i =0.

De niconA.2.25 ~ SeaF (z) una funcon analtica en un entorno de z = 0 y sea
F(z) = | ofnz" su desarrollo en serie de potencias con radio de convergenci

r > 0. De niremos al operadorF(Lb) mediante la serie

X
F(by=  f,b

n 0

De nicon 4.2.26  La derivada operacional@ F(Lb)=@’ es el operador que se obtiene
mediante la formula

@Fb) _  F®+"Ph Fdb
@ - " |

n (4.2.2)

Por ejemplo

a

= _=nb &

@ar
Lema 4.2.27 Sean®y B tales que[®; 8] = P. Entonces
R B)=kB* L, k I
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Demostracon: Parak =1 es obvio. Supongamos que es cierto pakay prolemosle
parak + 1. As calculamos

A B = ARl Bl h= (BB B (BA): (4.2.3)

Si ahora usamos (4.2.27) (hiptesis de induccon) tenemos, pomuado, Al =
ki< 1+ BkD y para k = 1, por el otro que B = A b Sustituyendo ambas
expresiones en la brmula en la expreson (4.2.3) obtenemos enukado. 2

Proposicon 4.2.28 Si F(z) es una funcon analtica en un entorno dez =0 y
seanA y ® tales que[A); I@] = P. Entonces

. _ dF(B).
[ F(B)] = —5

Demostracon: Basta escribir la serie de potencias dé y usar el Lema (4.2.27).2

Nota 4.2.29 Si F admite un desarrollo en serie de Laurent el resultado taneipi
es \alido.

Antes de pasar a discutir los axiomas de la Me@anica Cuantica convie comentar un
tipo especial de operadores unitarios: los operadores unitariosce®os a la unidad.
Sea > 0 tan pequefo como se quiera, y supongamos d{headmite el desarrollo

B=b+id+0O(?:
Entonces su conjugado es, a primer orden,
B =b i +0(?:
ComoP=0*0=P+i @D A)+ O(?2), deducimos que® = A", es decir® ha

de ser un operador hermtico. Si elegimos= =N, conN 2 N entonces se puede
comprobar que |

* N
i A

BN = b+ N

1 d 2=10():

Se dice entonces qu@ es un generador de la transformacoi.

4.3. Los axiomas de la Me@nica Cuantica

Postulado 4.3.1 A cada sistema fsico se le hace corresponder un espacio débett
separableH apropiado. Adenas, para cadat 2 R (paametro correspondiente al
tiempo) el estado queda completamente caracterizado porvwettorj i normalizado
a la unidad deH.
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Es decir, para cadd el estado est determinado por un vector del tal quek k= 1.
De aq*_l,tambbn se sigue que, dados los estadpsii, ...,] «i, lacombinacon lineal
j i= .., « «i tamben es un (posible) estadé.

Postulado 4.3.2 A cada magnitud fsica medible (observabld) se le hace corres-
ponder un operador linear hermtico IO gue actia enH.

Postulado 4.3.3 Seaj i el estado del sistema en el momentgusto antes de la

medicon de la magnitud (observable). (asociada al operadon_b). Independiente-
mente de clal sea el estado origingl i, el resultado de la medicon ®lo puede ser

un autovalor delb.

Este postulado requiere una aclaracon y es que al hacer una meudficde b el

sistema cambia (las mediciones inter eren en el sistema). As pyesntes de medir
L el sistema puede estar enualquier estado , pero al realizar la medicon, esta

cambia al sistema y lo deja en el estado determinado por el vecor i que pertenece
al autoespacio deb correspondiente al autovalor .8

Postulado 4.3.4 El valor esperaddili de una magnitud fsicaL cuando el sistema
se encuentra en el estadp i viene dado por el elemento matricial

hi=hijb i

Nbtese que, comab es hermtico, entonces

hij3 i=hijbji=hij§ i = hLi2R:

Postulado 4.3.5 Los elementos matriciales de los operadords de la posicon
(coordenadas)x; y p de los momentog;, | = 1;2;3, donde los ndicesi = 1;2;3
corresponden a las proyecciones en los ejesy y z, respectivamente, de nidos por
h jkij i yh jpbj i, cualquiera seanj 1 y ] i deH satisfacen las ecuaciones de
evolucon
* @ + * @p +

d d

—h jkj i= — ;. —hjpj i= — ; 4.3.1
dondeH? es el operador asociado a la funcon de Hamilton del correspdiente sis-
tema chsico (si es que lo hay).

"Para cadat 2 R el vectorj i siempre se puede normalizar a la unidad (a no sgr i = 0).

8Los operadores clanticos se postulan en la teora. En el captio 3 vimos varios ejemplos de
los mismos. Tres operadores esenciales son el operador posiconanrdenadasky, impulso py, vy el
hamiltoniano del sistemaH.
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Este postulado tiene un signi cado fsico evidente pues nos indica gtel promedio
de las magnitudes medibles posicon, impulso y energa (hamiltoniangatisfacen las
ecuaciones dirmmicas de la me@nica hamiltoniana (1.1.1), i.e, en ehite apropiado
(~! 0) la Meanica cuantica se transforma en la chsica (principio de avespon-
dencia de Bohr).

Proceden unas aclaraciones. En general el hamiltoniaHode un sistema chsico
depende de las coordenadasy los impulsosp;, i = 1;2;3, por lo que el operadol*?
se obtiene cambiando las; por los correspondientes operadorésy p; por . Esto,
aunque en apariencia esivial, en general no lo es puel@ debe ser hermtico (ya
que corresponde a la magnitud fsica energa). A esto regresanes en breve, pero
antes introduciremos nuestroultimo postulado.

Postulado 4.3.6 Los operadores posiconk; e impulsop, i = 1;2;3, satisfacen las
relaciones de conmutacon
(o k]1=0=[p;hL [oiR]=i~i;P; (4.3.2)

donde~ es una constante & = P 1L

En particular, de lo anterior se sigue que los operadoreg y pc no pueden tener
un conjunto completo de autovectores comunes. Este postulael® el aralogo de las
relaciones (1.1.4) (llaves de Poisson).

4.4. Discuson e implicaciones de los postulados

1. Supongamos que tenemos una magnitud fsica chsida que depende en general
dex; y p;. Para construir el operador mecano-cuantico correspondientlo tenemos
gue cambiar losx; por los correspondientes operadords y p; por . Por ejemplo,
la energa ciretica viene dada por

Tl e B -
2m 2m

y la potencial V (X1; X2; X3) por Y = V (ky; B,; k3), donde en ambos casos los ope-
radores son hermticos. Esto no siempre ocurre. Por ejemplo inilagmos que el
hamiltoniano chsico contiene el erminoW, = x;p;. Entonces, el operado®; = kb

no puede representar al correspondiente operador clantica gue no es hermtico
(ver Proposicon 4.2.9) puesk; y b no conmutan. En este caso hay que de ni#v,
por

W= Z(bb+ hib):

2. Supongamos el sistema fsico se encuentra en el estado de nidwr p i, auto-

vector correspondiente al autovalor ,, de cierto operadorLb asociado a la magnitud
fsica L. Entonce$

h Wl ni= o hajb iz X

9Reclerdese que los estados esan normalizados a la unidad.
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Supongamos ahora que el sistema se encuentra en el estadoque €S en una
superposicon de los estadop i, k=1;2;:::;N, entonces comq i = | fyj i
tenemos X
hild i= jfg®

k
Lo anterior indica, en virtud de postulado 4.3.4, que la cantidagfj? es la proba-
bilidad con que se observa el valory al hacer una medicon. Lo anterior implica
ademnas que tras la medicon el sistema va a parar al estado de rdpor un vector
del espacio generado por los autovectores correspondienteg.aAs pues, en el caso
de que el autovalor ¢ sea simple la probabilidad de que el sistema estando en un
estado original de nido por el vectorj i termine en el estado de nido polj i es

Prob(j i7!'j «i)=jfj?=jh « ij%
Nbtese que esta probabilidad es por tanto invariante ante trangfmaciones unitarias:
7B = i P70 B i =i pues Prob{ i 7! i) =Prob(jTi7!j ~i).
Luego el sistema fsico es invariante frente a cualquier transfoanon unitaria.
3. Dada cualquier magnitud fsica chsical le podemos adicionax;p; P X Sin
cambiarla. Si transformamosL en su operadorlp ya no le podemos adicionar el
correspondiente operadokify Pk pueseste no es nulo (ver postulado 4.3.6).

Ahora bien, tomando las derivadas funcionales
abh b= b b)=0

i.e., by Pk es proporcional al operador identidadipy bk = P. Si ademas
R y p son hermticos entonces, necesariamente,= i~ (ver la Proposicon 4.2.10)
donde~ 2 R que no es mas que la relacon de conmutacon del postulado 4.3.6.

4.4.1. Los proyectores ortogonales y la teora de medicion es

Como hemos visto en el punto 2 del apartado anterior cuando en sistema en
cierto estadoj i hacemos una medicon para saber el valor de cierto observalle
asociado un operador hermticdP el resultado es uno de los autovalores de dicho
operador y el estado desples de la medicon pasa a ser un veqtogi del autoespacio
(recordemos que todos los autovectores esan normalizados aifadad) asociado al
autovalor . Ademnas en el caso de quey sea simple sabemos que la probabilidad de
que ello ocurra egf (j2 = jh j ij2. Todo lo podemos escribir usando Iqeoyectores
ortogonales

Para ello comenzaremos asumiendo el caso mas simple. Imaginemastgnemos
la magnitud L y que el resultado de la medicon es en valor, que asumiremos sim-
ple. Tras la medicon el sistema estaa en el estadp «i, dondej i es el autovector
asociado a .

De namos el operador de proyeccorP, sobre el subespacio generado pjori
de la siguiente forma

B HT7'H, Bj i=h ., ij «;
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el cual formalmente podemos escribir cont®, = J kih ).

De la de nicon anterior es evidente quelb,f = Ibk Fbk = Fbk y que Fbk es
hermtico, i.e., By = B,1°. Ademms, claramente sus autovalores son o bien 0 o bien
1. En efecto

Bj i=ji ) o= i) B i=(? ) i=0;

luego 2 = 0 de donde se sigue el resultado. Por otro Iad&j i es un autovector
asociado al autovalor 1 FPk(Ibkj 1) = 1( Ibkj i)) mientras que (p Ibk)j i es el
autovector asociado al autovalor 0. Luego cualquiera sea el \@cf i 2 H, los
vectoreslbkj Y (b Ibk)j I son ortogonales (>por qe?).

>QLe ocurre si el autovector ¢ es degenerado, i.e., tiene asociado un subespacio
de dimensonK > 17

En ese caso el proyectdbk es la suma de los proyectores asociados a cada uno
de los vectores de la base ortonormal (; )szl del autoespacio asociado ax. Es
decir,

X
Be= | ki ]
j=1
Es &cil comprobar que en este caso se tiene las mismas propiedagee en el caso
cuandoK = 1. Tamben es fcil comprobar que en este caso la probabilidaded

obtener el valor , vuelve a serjh j ij2 donde ahora | es el proyector ortogonal
sobre todo el subespacio asociado @

Supongamos que tenemos dos autovalores distintqgsy o. Entonces los auto-
espacios correspondientds, y Lo son ortogonales, luego

B, Bo=0: 8k 6 k®

Si adenas el operadoLb asociado a la magnitud. tiene un sistema de autovectores
que conforman una base dE entonces el operador

b =" B =p.

k

La identidad anterior se denominalescomposicon de la identidadAdernas de dicha
identidad se sigue que para todp i 2 H se tiene

ji= B i=  hij «:

Por otro lado, I Ibk = kak, de donde se sigue qud@( kb) Fbk = 0. Entonces,
usando la descomposicon de la identidad, tenemos que

X X
|p: |p Ibk: k|bk:

k k

0n jByj i=hj «ih «j i=h ihj «i=hijBgj i.
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Es decir, todo operador hermtico cuyo conjunto de autovectes es completo est com-
pletamente determinado por sus autovalores y autovectores.t&ses el conocido
Teorema espectral de operadores hermticos en espacios de Hilbe

As pues, si tenemos un sistema en cierto estado Yy sobre el miaabs el valor
de cierta magnitud L obtendremos como resultado un autovalor del operadd?
asociado a la magnitud. con probabilidad Probf i 7!j i) = kB,j ik? siendo
el estado nal del sistema el de nido por el vectotbkj i, donde B, es el proyector
ortogonal al subespacio asociado al autovalog obtenido.

4.5. Representacon de los operadores ki y p

Escojamos como espacio de Hilbert de nuestro sistema el conjud®las fun-
ciones de cuadrado integrablél = L2(), j i = ( x). De niremos el operadork;
en L2() como el operador k; := x;P. Luegok* ( x) = x¥ ( ).

>Quen esp ? Por simplicidad vamos a trabajar solamente en dimenson 1 (lo
la proyeccon en el eje de lax). Nuestro objetivo es encontrar un operadop tal
que cumpla las relaciones de conmutacon (4.3.2).

Del postulado 4.3.6 se sigue que

1. bkl = pb  kp= i-P,
2. [b:0?%] = pk®> kb= 2i~h,

@n
@
Luego, para cualquier funcon analticaF (z) tenemos

[b; F (k)] = F@g?;

gue en nuestra representacon se puede reescribir como

_@Rk)
@

3. [;k"] = p” R"p= ni~k" 1= i~

(4.5.1)

pF(k) ( x) F(®)p( x)= i ( %);

0 equivalentemente, usando qui’ ( x) = x* ( x),

@RXx)
@x
de donde escogiendd ( x) = 1 obtenemos, sustituyendopl = (x) la expresbn

@RX

@x

pIFO) (X)) Fp(x)= i~

( X);

pF(x) = i~

1por el momento ®lo nos interesa encontrar la expreson del opador independientemente de
que luegoeste vaya actuar en el espacit?().

+ F(x) (x):
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En general

i @RX1;%5; X3)

bcF (X1; X2; X3) = @x

+ F (X1, X2, X3) k(X1; X2; X3):

Pero ;] =0, k=1;2;3, luego

@: @:_@; @:_ @1 @s_
@x @x @x @3 @ @x

Las ecuaciones anteriores son ciertas s = @%, k=1;2;3, siendo una funcon
lo su cientemente buena.

As pues, los operadore$y deben tener la forma

@ @p
@x @x

Hagamos ahora la transformacon unitaria

b= i~

b ! O pB; B=exp( i( x%;x3)=")P; B =exp(i ( xi;%2;%3)=~)P

que, como sabemos, no cambia ni los elementos matriciales, ni lascielzes de
conmutacon, ni los autovalores, ni la hermiticidad de los operades (i.e., estos
mantendan el mismo signi cado fsico de antes):

S L S

b=¢€ |@% ax

Como ejercicio al lector dejamos que pruebe la identidad

i, F (] = i~ 2RP). (452)

@

4.6. Las ecuaciones de Heisenberg y de Schiedin-
ger

En este apartado vamos a discutir las representaciones de Heisggby de
Schredinger para las ecuaciones diramicas de la Me@anica cuaod. Supongamos
que tenemos el sistema en cierto estagloi y seabel operador de cierta magnitud
fsica que queremos estudiar. Si, en generdl,i es independiente del tiempo Pno
lo es diremos que estamos trabajando con la representacon daddaberg. Si por el
contrario, j i depende de tiempo Pno, entonces diremos que estamos considerando
la representacon Schredinger de la Me@nica cuantica.

Por sencillez, en adelante asumiremos que el hamiltoniano del sistesea@xpresa
mediante la brmula

hobiv. b K.

2m
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y Y = V (Ry; By 03) = V(Xq; X2; X3)p olo depende de las coordenadasy; z.%?
Por simplicidad trabajaremos lo con la proyeccon en el ej©X.
Como p; 13] = 0, tenemos, usando (4.5.1) que

@k _ . @t
a - & (4.6.1)

Supongamos ahora que los vectores de estado no dependen delptiepero los
operadores s que pueden, en principio, depender del tiempo (kEir consideremos
la representacon de Heisenberg). Entonces del postulado 4.3e5tene que

[0:19] = [p; V()] = i

db_ @r
dt @'
de donde se sigue que
do_ i b
e ~[b; H9]: (4.6.2)
De forma araloga, pero usando (4.5.2), se deduce la segunda eonade Heisenberg
di [
g - b H9]: (4.6.3)

Las ecuaciones anteriores se conocen cognaaciones diramicasde la Me@nica
clantica en la representacon de Heisenberges decir, cuando las funciones de onda
son vectores independientes del tiempo pero los operadores depa del tiempo.

Obviamente hay otra posibilidad y es que los operadores no dependahtiempo
y las funciones de onda s. En este caso usando el postulado 4.3.5%rfaula (4.6.1)

(% = i=~[b; 1)), obtenemos

* +
d_ ... . .
i i= @ = —h j[p;H i
Luego, por un lado,
@ @Q _ @ @
@t * p@t - @tp tp ‘@t
y, por otro,
Cnjtoy i=l njph oin BE o= p L+ lhop

de donde se sigue que
@ _ i @ i e
b —t+ :#1’ + —t+ :H@ p =0;

12Recordemos que estamos usando indistintamente la notacom;X,; X3 y X;y;z para denotar
las coordenadas espaciales.
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cualquiera sean los vectores y . Por tanto, necesariamente te@mos la ecuacon
. @ i .
I~ =t i 4.6.4
at (4.6.4)
La ecuacon anterior se denomina ecuacon de Schredinger y esdauacon de evo-
lucon de la Me@nica cuantica.

Veamos ahora ®mo se relacionan las representaciones de Heisanip de Schredin-
ger.

4.6.1. Equivalencia de las representaciones de Heisenberg vy
de Schedinger

Las ecuaciones diramicas del postulado 4.3.5 han de cumplirse indegiente-
mente de que escojamos la representacon de Schmdinger (S)aode Heisenberg
(H) discutidas en el apartado anterior. Adenas, los observablegie medimos deben
tener los mismos valores medios en ambas representaciones. Estiagengue ha de
existir una transformacon unitaria f Ug que pase de S a H y viceversa.

Seanj iy bla funcon de estado y el observable en la representacon de Haise
bergyj iy b en la de Schredinger. Entonces entre ambas existe la relacon:

ji=bi; b=bbh b =e
donde M es el operador hamiltoniano del sistema que se asume independietgk
tiempo.
En efecto, sij i no depende del tiempo, entonces

01 @ g 2ty

@t @t -

l.e., la ecuacon de Schredinger (4.6.4).

Supongamos que ahord no depende de& (estamos en la representacon de
Schredinger). Entonces,

@ Dop 0@ o, 06D _ bbby b
R R e L U L s
=b

Si escogemo§ como el operadoip y b recuperamos las ecuaciones de Heisenberg
(4.6.2) y (4.6.3), respectivamente.

4.6.2. Integrales de movimiento

De la ecuacon (4.6.5) se sigue que en la representacon de Heiseghea mag-
nitud fsica es independiente del tiempo si el operador asociado &lth magnitud
conmuta con el hamiltoniano. Esta propiedad es adenmas muy signativa desde el
punto de vista fsico como veremos a continuacon.
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De nicon 4.6.1  Se dice que un observabi@ es una integral de movimiento si

d . _d,_. o
ahau—ah jA] i =0:

Es decir, una magnitud es una integral de movimiento si el valor de da magnitud
se conserva en media.

Calculamos la derivada del elemento matricial

%hj/ﬁ]i:@ﬂo P @ L p0

ot ot ‘@t

Supongamos ahora que estamos en la representacon de Scimgdr, i.e., A no
depende det y j i satisface la ecuacon de Schredinger (4.6.4). Entonces, usando
(4.6.4) tenemos

d, . . [
ah J/Iq i = %[fb;/b] : (4.6.6)
Entonces, &h jA i =0siy olosi [ 1] =0.

Si ahora escogemos la representacon de Heisenberg entonges {0 depende
del tiempo, pero/b si puede) tenemos

d_.o . @ i
ahllq I = ot —:hl[m’,/b]l I

donde hemos usado la ecuacon de Heisenberg (4.6.5). Es decir,liamen la repre-
sentacon de Heisenbero&h il i =0siyolosi[A1]=0.

4.6.3. El test de consistencia

Probemos que tamben tenemos aqu el test de consistencgiedt(kj ik?) = 0.
Sea la ecuacon de Schredinger (4.6.4) y sea su conjugada

[ @t—hjm'.

Tomando el producto escalar de estaultima poy i (por la derecha) y de (4.6.4)
por h j (por la izquierda) obtenemos, respectivamente

@
@t

hl =i~ &

h il i= i- ot

de donde, restando ambas y usando la hermiticidad #® tenemos

Lo
@ + Q:@hj|:@1|k

0= ‘@t @t @t @t
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4.6.4. Los estados estacionarios del sistema

Toda la discusbn anterior nos conduce a que el estado de un sistemiene dado
por un vector de estadq i que evoluciona segun la ecuacon de Schredinger. Vamos
a suponer que el operador hamiltoniano (que es hermticcla‘i> es independiente del
tiempo y tiene un conjunto de autovectore$ ,i (independientes de) completo en
H, i.e.,

M ni = Enj ai;
donde los autovalore€,, del hamiltoniano N representan los posibles valores de la
energa del sistema.

Supongamos ahora que tenemos un estado del sistema corredjgote a la
energa E,, que tiene la formaj ,i = (t)j] ,i. Notese que rbj ni = Enj .
Como losj ,i son estados del sistema, entonces han de satisfacer la ecuaden
Schredinger, i.e.,

@ i

@t

Resolviendo con respecto al tiempo la ecuacon anterior tenemos

1~

=M .i=En i

iE nt:""

jni:e Jni;

dondej ,i no depende explcitamente del tiempo.

Conmunmente a los estado$ ,i anteriores se les denominan estados estacionarios
del sistema. Adenas, de lo anterior se deduce que launica depemdia del tiempo
de los estados estacionarios es el fac®rt=".

4.6.5. Los operadores unitarios y la evolucon temporal

La discusbn del apartado anterior nos da una pista de una tran@fmacon uni-
taria de especial intees. Concretamente la trasformacon quele ne el operador
Ut)=-¢e i®=~ dondeH es el hamiltoniano del sistema.

Como los sistemas son invariantes frente a las transformacionestanias ello
implica que si de nimos el estadg ( t)i = U(t)j (O) i, ambos han de describir el
mismo estado. De lo anterior se deduce que para tode ( t+ to)i = U(t)j ( to)i,
es decir, que los estados fsicos son invariantes frente a las tragiaes temporales.
Como tomado derivadas respectotaenj ( t)i = U(t)j (0) i nos conduce a la ecua-
con de Schredinger podemos deducir que esta es una consecigle la invarianza
respecto a las traslaciones temporales de los sistemas fsicos.

4.7. El principio de incertidumbre

Sean dos operadores hermticod® y ®. De namos los operadores

4am=mHn Aib; 4AB=® hBib;



4.8. La mec anica matricial 75

dondebhAi y hBi son los valores medios dd y B en el estadg i. Entonces, como
[/b; I@] = ib, con P hermtico, se sigue que4 A4 @] = ilb,

Las dispersiones de las magnitudésy B en el estadg i vendan dadas por
q — — q — ——
AA= hijdM?y i=kdP k 4B:= hj4dB? i=k4® k

Si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (4.1.2)
ki ka® k jha B j4B ij j=ha B ja B i
Calculemos la parte imaginaria de
ha® 4B i=hjs B i

{recordemos queA es hermtico, luego4 A tamben lo es pueshAi es real{. Obte-
nemos

=h j4 A4 B i hjsaAB i hijsel i
hjaMB ih jaB a8
hjaAu® ih aBaA i

hijaR48) i= %h i i

PN RPN DN -

2i

Como P es hermtico, h th] i es un rumero real que denotaremos pdr as,
ilj
4AAB =
2

Lo anterior aplicado a los operadoregy k (ver postulado 4.3.6) nos conduce al
principio de incertidumbre de Heisenberg

4 x4p %:

4.8. La me@nica matricial

Supongamos que tenemos una bage (i), completa de vectores dél. Entonces,
todo vectorj i deH lo podemos escribir, como ya hemos visto, de la forma
X
ji= fo] ni; fn="h ) i:
n
Es decir, a cada vector dél le podemos hacer corresponder su vector (fq;f;:::)7.
Aralogamente, a cada operadol’Q le podemos hacer corresponder una matiizcon
entradasL ., = h ijQ ni. Luego la ecuacon (4.6.5) se puede escribir en la forma

@ i

— = —[H; L]

o -Hiul

dondeH es la matriz correspondiente al hamiltoniano del sistema, i.e., recugmos
la tamben antes mencionadamea@nica matricial de Heisenberg



76 Cap tulo 4. Mec anica Cu antica Il: Espacios de Hilbert

4.9. La ecuacon de Schedinger y el postulado
4.3.5

Supongamos que la magnitud observable es independiente del tiempo y i
es la solucbn de la ecuacbn de Schredinger (4.6.4), dond® es el operador hamil-
toniano

p = %+ V(o k) = P+ 0

Entonces, la ecuacon (4.6.6) nos da

d o i
aH_l = :r{#?,l_b]l. (4.9.1)

SealP = f,. Entonces, usando (4.5.2) tenemos

H: ] = [P:ke] = i~%:

Sustituyendo lo anterior en (4.9.1) obtenemos

* +

d,_ . @t
ahxkl— @

Sealb = b.. Entonces, usando (4.5.1) tenemos

1 tp.o o @7
M p]=[0;x]=i @

de donde, usando (4.9.1), se sigue que

* +
d_._ @k
arpkl = @
Es decir, si la funcon de estado evoluciona segun la ecuacon del8sdinger (4.6.4),
entonces las medias de las coordenadas e impulsos se comporta emnta me@nica
hamiltoniana chsica.

En las mismas condiciones de antes se puede probar (de forma totaite aralo-
ga) que, partiendo de la expresbn

d .+ .
ah J|g I

se obtienen las brmulas de evolucon del postulado 4.3.5.
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4.10. Problemas

Problema 4.10.1 Dado tres operadore®, §y b, prueba la identidad de Jacobi
[[b: al; b + [[@;bl; bl + [[ b pl; &] = O:
Problema 4.10.2 Probar que
e’he © = b+ %[E’; B] + %[D; [©; b)) +

Ayuda: Encuentra la EDO que satisface el operadoml(t) de nido por B(t) = ePhe tb,
donde b no depende del tiempo y desarrolla la funcorh(t) en potencias det.

Problema 4.10.3 Para el caso unidimensional encuentra los operadores heticos
conjugados a los siguientes operadores:

d d d d

e Xa bx&; X

Problema 4.10.4 Prueba que sP es hermtico, entoncese® es unitario.

Problema 4.10.5 Prueba que el producto de dos operadores hermtic&y Y
siempre se puede escribir como

PR = R+ B;

dondeR es hermtico y B es antihermtico: B* = .
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Captulo 5

Resolviendo la ecuacon de
Schiedinger

5.1. El nmetodo de Nikiforov-Uvarov

5.1.1. La ecuacon hipergeonetrica generalizada

La ecuacbn hipergeonetrica generalizada es una ecuacon linede segundo

orden de la forma
e(z)

*(2)
siendoe(z) un polinomio de grado a lo mas uno y (z) y e(z) polinomios de grado
a lo mas dos.

uz) + %uo(z) + u(z) =0; (5.1.1)

Hagamos el cambiau(z) = (2)y(2),

@) . e N2)  Y2)e) . e()
Y@+ 220" YO ot o o

El objetivo del cambio es convertir la ecuacon anterior en una n&sencilla {o por
lo menos menos complicada{ que (5.1.1), as que al menos debenwwet

@ e _ (. 2 @) e2 _ (@
2 (z)+ (2) (2’ 0 - 20 - @ (5.1.2)

siendo un polinomio de grado a lo mas uno y, por tanto, polinomio de grado a
lo mas uno. Lo anterior transforma nuestra ecuacon original (8.1) en la siguiente

(2

y(2) =0:

yR2) + %VO(ZH 2(Z)y(Z) =0;
(2)=e(2)+2 (2); (5.1.3)

@=e@+ 9+ (e W+ @ @:

Como ™ es un polinomio de grado dos a lo sumo, impongamos que sea propoation
al propio , es decir que (z) = (2). Ello es posible pues™ tiene dos coe cientes

79
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indeterminados {los coe cientes del polinomio{y es una constante a determinar,
lo que nos conduce a tres ecuaciones {al igualar los coe cientes dg { con tres
in@gnitas. Hecho esto, nuestra ecuacon se transforma en lauacon hipergeonetri-
ca
00 0 —N-
(2y™+ (2y’+ y =0: (5.1.4)

Pasemos a calcular y . Como™ = (z), entonces
e+ 2+ (e W+ 1@ @= (@

0, equivalentemente,

‘@+ler) Y21 @+fe(m [ 2] (@g=0:

Supongamos que&k = qz) es conocido, entonces tenemos una ecuacon de
segundo orden para (z), luego
s
2
(Z) = w w e(z)+ k (Z), (515)

pero (z) ha de ser un polinomio de grado a lo sumo uno, por tanto el polinomio

@2 e ?

(2)= > e(z)+ k (2) (5.1.6)

ha de ser un cuadrado perfecto, es decir su discriminante debe 0, |0 que nos
conduce a una ecuacon para encontrék. El k encontrado lo sustituimos en (5.1.5)
y obtenemos (z), el cual nos conduce directamente a= qz) + k.

Obviamente el netodo anterior da distintas soluciones en funcorel k que
escojamos Yy del convenio de signos en (5.1.5).

5.1.2. La ecuacon diferencial hipergeonetrica

Como hemos visto en el apartado anterior el estudio de la ecuacip.1.1) se
puede reducir al de la ecuacon hipergeonetrica (5.1.4) por lo queos centrare-
mos en el estudio deestaultima. Aqu nos restringiremos a estliar las soluciones
poliromicas de (5.1.4). Para el caso general remitimos al lector [16].

La propiedad de hipergeometricidad y la brmula de Rodrigu es
Pasemos a continuacon a estudiar la ecuacon diferencial
(x)y%%*  ()y°+ y =0; (5.1.7)

donde y son polinomios de grados a lo sumo 2 y 1, respectivamente.

La ecuacon (5.1.7) usualmente se denomirscuacon diferencial hipergeonetri-
ca. La raon fundamental de esta denominacon est en la denomada propiedad
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de hipergeometricidadjue consiste en que las soluciongsle la ecuacon (5.1.7) son
tales que susnesimas derivadasy(™ := y,, satisfacen una ecuacon del mismo tipo.
En efecto, si derivamos (5.1.7n veces obtenemos qug, satisface una ecuacon de

la forma
(X)yr?]o"' m(X)yrcr)\ + mym =0;

m(X) = (X)+ m Yx);
(5.1.8)

)
2

1
=+ 0= +m)+mm 1)
i=0
Es evidente que grado,, 1y que , es una constante. Adenas, toda solucon
de (5.1.8) es necesariamente de la forrgg = y(™ siendoy solucon de (5.1.7). La
demostracon es por induccon y la omitiremos.

Vamos a intentar encontrar las soluciones poliromicas de (5.1.7). Reencontrar-
las comenzaremos escribiendo (5.1.7) y (5.1.8) en su fosireetrica 0 autoconjugada

[ () )Y+  (x)y=0;
[ (%) m(X)yr?]]O"' m m(X)ym =0;

donde y , son funciones de simetrizacon que satisfacen las ecuaciones difer
ciales de primer orden (conocidas como ecuaciones de Pearson)

[ () °= (x) (x);
[ () m(°= m(X) m(X):

Si  es conocida entonces, utilizando las ecuaciones anteriores, obteos para
la expreson

(5.1.9)

(5.1.10)

mn(X)= M™(X) (X): (5.1.11)

Teorema 5.1.1 Las soluciones poliromicas de la ecuacon (5.1.8) se exggan me-
diante la brmula de Rodrigues

AmmBn d* ™
(m) — nm Dn .
dondeB, = P{M=A,, y
n! !
A =An() = o—— [“+in+k 1) % (5.1.13)

o (n m)! <o
Adenas, el autovalor ,, de (5.1.8) es

n= m( )= (0 m[ % 3n+m 1) (5.1.14)

Demostracon: Para demostrar el teorema vamos a escribir la ecuacon autogon
gada para las derivadas de la siguiente forma

m(X)ym = im[ m+1 (X)ym+1 ]0;
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luego

Ap d" ™ a
gm0l An=( DT A=l
k=0

m(X)¥Ym =

Como estamos buscando soluciones poliromicas;= P,, tenemos queP,E”) es una
constante; por tanto, para las derivadas de ordem, P{™ obtenemos la expreson

Prgm)(x) = (X) dxn m

[ n(X)];

dondeAnn = An( ) Y By = P{"=A;. Como P{" es una constante, de (5.1.8)
obtenemos que , =0, Iljego, usando la expreson (5.1.8)

n= atn X+ n(n 1) WX)=2=0;
deducimos que el valor de, en (5.1.7) se expresa mediante la brmuta

o N(n 1) o

= o= n 5 (5.1.15)
Sustituyendo (5.1.15) en (5.1.8) obtenemos el valor dg,, = m( )
m= m(n)= (M m[% i(n+m 1) °%, (5.1.16)
de donde, usando qué,, = An( n)=( 1)" ka:01 nk, deducimos el valor de la
constante A,y . 2
En la prueba hemos asumido quex 6 Oparak =0;1;:::;n 1. De laexpresbn
explcita (5.1.16) deducimos que para que ello ocurra es su cienteg +n %260
para todon = 0;1;2;:::. Notese que esta condicon es equivalente a, 6 0 para

todo n 2 N. Adenas, de ella se deduce que’ 6 0 para todo n 2 N. Esta condicbn
se conoce como condicon de regularidad o de admisibilidad. Notesdeaas que
nk = n k, luego 60 parak=0;1;:::;n 1limplicaque ,6 siné6 k.

Cuandom = 0 la brmula (5.1.12) se convierte en la conocida brmula de Ro-
drigues para los polinomios chsicos

Bn
()d”

La brmula (5.1.15) determina los autovalores , de (5.1.7) y es conocida como
condicon de hipergeometricidad

Pn(x) =

[ "x) (), n=0;12::: (5.1.17)

Ortogonalidad y relacon de recurrencia

Veamos ahora mmo a partir de las ecuaciones diferenciales simeitias (5.1.9)
podemos demostrar la ortogonalidad de las soluciones poliromicaspecto a la
funcon peso .

lUs?ydo la expreson (5.1.15) podemos obtener una expresbn alteativa Apm =

m 1 ,
( n)m k=0 (n+I:)
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Teorema 5.1.2 Supongamos que
b

xK (x) (x) =0; para todok O (5.1.18)
a

Entonces las soluciones poliromica®,, de la ecuacon (5.1.7) constituyen una su-
cesbn de polinomios ortogonales (SPO) respecto a la fuocipeso de nida por la
ecuacon [ (x) (X)]°= (x) (x), o sea, se cumple que
Zy
Po(X)Pm(x) (X)dXx = md2; (5.1.19)

a

donde ., es el smbolo de Kronecker yd, denota la norma de los polinomio®,.

Demostracon: SeanP, y P,, dos de las soluciones poliromicas de (5.1.7). Partiremos
de las ecuaciones simetrizadas paRy y Pn,

[ () OPY(X)°+ o (X)Pn(x)=0;
[ () X)PR)I°+ m (X)Pm(x)=0:
Multiplicando la primera por P, y la segunda porP,,, restando ambas e integrando

en [a; j obtenemos
Z b

(0 m)  Pa()Pm(x) (x)dx=
z,
[ () (OPaIPa(x) [ (X) (X)PRO)]Pm(x) dx

(x) ([P (X)Pp (X) Pr?(X)Prg(X)]:
b
(X) (WP (x); Pm(x)]

Pero el WronskianoW (P,,; P,) es un polinomio enx; por tanto, si imponemos la
condicon (5.1.18) obtendremos (, 6 ) que los polinomiosP, y P, son ortogo-
nales respecto a la funcon peso. Usualmente los valores da y b se escogen de
forma que sea positiva en el intervalod; j. Una eleccon puede ser tomaay b
como las races de (x) =0, siestas existen. 2
(k)

n

De forma araloga, utilizando la ecuacon (5.1.9) para las derivadag :=
se puede demostrar que lds esimas derivadas de los polinomios hipergeonetricos
tamben son ortogonales, es decir, que

b
PROM)PI(X) w(X)dX = nmd2: (5.1.20)
a
Finalmente, para calcular la normad, de los polinomios podemos utilizar la
brmula de Rodrigues. En efecto, sustituyendo (5.1.17) en (5.1 )1&nemos
Zy

2 —
4= Ba  PaO0 g

n

[ "(x) ()ldx;

de donde integrando por partes y usando qU%S”) = nla, concluimos que

d2 = B,( 1)"nla, b "(x) (x)dx: (5.1.21)

a
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Teorema 5.1.3 Los polinomios ortogonales satisfacen una relacon de m@eencia
a tres erminos de la forma

XPr(X) = nPnaa(X)+ oPn(X)+ nPn 1(X); (5.1.22)
donde
d2
= an; n:E bn+l; n:Cn nCh+1 o n:anlzn;(5.1.23)
an+1 a8 Anw an 1 an 1 a, ds

dondea,, b, y ¢, son los coe cientes del desarroll®,(x) = a,x"+ b,x" 1+ c,x" 2+
, Y dn es la norma de los polinomios.

Generalmente se impone quB (X) = 0y Po(x) = 1, con lo que la suceson de
polinomios ortogonales queda determinada de formaunica conocsdias sucesiones

() Codn Y (nne

Demostracon: Utilizando que la sucesbn P,), es una base del espacio de los poli-
nomios, tenemos que el polinomigP,(x) de gradon + 1 se puede desarrollar en la
base Pn)n

X P00 [XPL (9] (x)dx

XPr(X) = GaPUX)i O = g r

k=0 n

Pero como el grado dePy(x) esk+1, entoncesc,x =0 paratodo0 k<n 1,de

donde se concluye que la SPO satisface una relacon (5.1.22). Adeirlos coe cientes
n» n, Y n S€ expresan mediante las brmulas:

1 4o 140
n= o XPa(X)Prii(X) ()X,  n= & XPa(X)Pa(x) (x)dx;
dn+l a dn a
1 4o

= XPr(X)P, 1(X) (x)dx:

n — d2—
n 1l a
(5.1.24)
Para probar (5.1.23) basta sustituir la expresbrP,(x) = a,x" + b,x" 1+ ¢,x" 2+
en (5.1.22) e igualar las potencias"*!, x" y x" 1. Finalmente comoxP,, 1 =

n 1Pn+ n 1Pn 1+ n 1Pn 2
Z, Z,
1

n= 55— Pn(X)[XPn 1(x)] (X)dx = - n 1

dn 1 a dn 1 a

de donde se sigue el resultado. [ |

Pr(x) (x)dx;

Notese que del resultado anterior se deduce que, 6 O para todo nN [f Og
as como que , 6 paratodo 2 N. Adenas, si (x) 0Oenf@;b,entonces , 1 >0
para todon 2 N. Resulta que el recproco tamben es cierto.

Teorema 5.1.4 Sea( n)i, y( n)i., dos sucesiones cualesquiera de rumeros reales
con , > Oparatodon 2 Ny sea(P,)._, una sucesbn de polinomios nonicos de-
nidos mediante la relacon

Po(X) = (X n)Pa(X)  nPa(X); n=2N; (5.1.25)

dondeP ; =0 y Py(x) = 1. Entonces, dichos polinomio$?, son ortonormales para
cierta medida positiva sobre la recta real.
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El teorema anterior se conoce como Teorema de Favard, aunqaéa sido demostra-
do antes por O. Perron (1929), A. Wintner (1929) y M. H. Stone @32), J. Sherman
(1935) y I. P. Natanson (1935) indistintamente.

Una consecuencia inmediata de la RRTT es el siguiente teorema cuyagqba
dejamos como ejercicio al lector

Teorema 5.1.5 Si (P,), es una suceson de polinomios ortogonales que satisface
la relacon de recurrencia a tres erminos (5.1.22). Entonces se cumple que

Pm(X)Pm(Y) _ nPnss (X)Pn(y)  Pnsa (Y)Pn(X)

= 1:
d, da Xy

Ker,(X;y)

(5.1.26)

Si hacemos tendey ! x en la brmula anterior obtenemos la brmulacon uente de
Christo el-Darboux:

X p2
P”&éx) = @ Pra (P00 Pra (0PIl n 10 (51.27)

Ker(x; X)
: m=0

Una propiedad muy importante de los polinomios ortogonales esalagionada
con los ceros de los mismos. As, se tiene el siguiente teorema fundatal cuya
demostracon omitiremos (ver e.g. [1]):

Teorema 5.1.6 Supongamos que(x) es positiva en el interior del intervalg(a; b.
Entonces:

1. Todos los ceros dé, son reales, simples y esan localizados €®a; b).

2. Dos polinomios consecutivoB,, y P,+1 no pueden tener ningun cero en conun.

3. Denotemos porx,,; a los ceros del polinomid®,, (consideraremos en adelante
‘J
queXpn;1 < Xnp2 < < Xnn). Entonces:

Xn+1j < Xnj <Xn+1j+1;

es decir, los ceros d®,, y P,+1 entrelazan unos con otros.

Calculemos ahora la relacon de recurrencia (5.1.22) a tres que skten los
polinomios chsicos. Para calcular los coe cientes usando las expoees de (5.1.23)
tenemos antes que encontrar una expreson general para lo® @entes principales
a, y b, del polinomioP,.

Para calculara, usamos que, por un Iad@,ﬁ”)(x) = nla, y por el otro, utilizando
la brmula de Rodrigues (5.1.12)P,5”)(x) = BhAnn, por tanto,

1
=B, [°+in+k 1) % (5.1.28)
k=0
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Para calcularh, utilizaremos la brmula de Rodrigues para lan  1esima derivada
de P,: P,E” 1)(x) = Amn 1Bn n 1(X), de donde obtenemos la igualdad

Prgn l)(x): n!anX+(n 1)'b1 = Ann 1Bn n 1(X):

Luego,
g = Mo 20, . (5.1.29)
Obsrvese que, al ser? 6 0, b, esh de n?d(; para cualquier n.
Usando las expresiones (5.1.23) as como (5.1.29) deducimos
a, _ By O+ (n 1)5 Bn n2n2n+1

n:

net Bne (02N 1) %+ (2n)3) Bna N an 20

_Nna0 (n+1) 4(0).
0 v

Vamos a dar una expreson alternativa para , sin usar la norma de los polino-
mios. Para ello igualamos los coe cientes dé¢' 2 en la ecuacon diferencial (5.1.7).
Ello nos conduce a la expresbn

(D ©+(n 2 (Olk+n(n 1) Oa
(2% (n I+ .
N Do 20) 0 1O+ ©) 4]

g 1( n n 2)

Luego nos resta sustituir la expreson anterior en la brmula (5.1.24)
_ G G by

n — n-

an 1 ay 1

Cn =
(5.1.30)

Consecuencias de la brmula de Rodrigues

La primera consecuencia inmediata de la brmula de Rodrigues es qu&) debe
ser necesariamente un polinomio de grado exactamente uno. Ercefesi calculamos
el polinomio de grado 1 utilizando la brmula de Rodrigues (5.1.17) obtemos

B

(x)
y por tanto es un polinomio de grado exactamente uno. Notese que esta fula
es equivalente a la brmula de Pearson (5.1.10).

P.(X) = [ (xX) (X)]°= B1 (X); (5.1.31)

Si escribimos la brmula de Rodrigues (5.1.12) para las derivaéaE,ETZn con
n =1 tenemos

A 1 A 1
PR (0 = =20 maa (0= =2 () m(01°= Ametm m(X);
m (X) m(X)
2Recordar queP, (X) = anx™ + byx" 1+ g x" 2+
3Hemos usadoP,fT,)n en vez deP{™ pues estos son polinomios de grado exactamente en

X mientras que los ultimos no. Obviamente ellos tamben son solucon de la ecuacon (5.1.8) y
satisfacen la brmula de Rodrigues (5.1.12) cambianda por n + m.
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es decir, ,, es de grado exactamente uno (pues los polinoml%;g?n son ortogonales).
Portanto 2 6 0 paratodosm 2 N lo cual es la condicon de regularidad (existencia
de la SPO) que ya mencionamos.

Tomemos ahoram = 1 en la brmula (5.1.12). Realizando unos @lculos directos
deducimos que

— Anan dn 1 _ an dn 1 )
Pr?(x) - 1(X) an 1[ n(X)]_ 1(X) W[ 1, 1(X)]
Luego
PX(x) = B”B”Pn 1(x); (5.1.32)
n 1

donde P, ; denota al polinomio ortogonal respecto a la funcon peso;(x) =
(X) (x). O sea, siP, es ortogonalP?(x) tambén lo ser.

Si escribimos la brmula de Rodrigues (5.1.12) para el polinomio de gan + 1,
utilizando la ecuacon de Pearson [(X) »(X)]°= n(X) »(X) vemos que

_ Bna d*t n+1l _ Bna d"
Pria(0= Tl P00 (1= 2R 00 o)
B (), o ()
"0 g Mgt

nBn d" *a(x)

(x) (x) dxn 1
renciacbon, comunmente denominada caracterizacon de Al-Sala & Chihara,

Utilizando ahora queP?(x) = , obtenemos la brmula de dife-

X)PYx)= L (X)Pn(x) BB” Pos1 (X) ; (5.1.33)

0
n n+1l

0, equivalentemente,

n”ol (X)D Pn(X) = % Pt (X): (5.1.34)

Sustituyendo (5.1.22) en (5.1.34) obtenemos

n o4 ﬂ(x n I+ (X)D Pn(X)= % nPn l(X): (5'1'35)

0
ny 2n

Si ahora en la brmula (5.1.33) desarrollamos, y utilizamos la relacon de
recurrencia (5.1.22) para descomponer los sumandos de la foxR®a obtenemos el
siguiente teorema

Teorema 5.1.7 Los polinomios ortogonale®,(x), soluciones de la ecuacon (5.1.7),
satisfacen la siguiente relacon de estructura

(x) Pr?(X) = enPna (X) + en Phn(X)+ e,Py, 1(X); n O (5.1.36)

donde

;&= %+ ,(0)]; e, =-—"-"60:
no " B, n nr?[nn n(O5 &= —
(5.1.37)
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Las expresiones (5.1.37) anteriores para los coe cientes de la retade estruc-
tura pueden reescribirse usando las brmulas explcitas para loe cientes de la
relacon de recurrencia de la siguiente forma

00

— . — n 00 0 — n . _ n n,
en - n? ns en - rg) r? l[ (0) 0(0)] - n rg) n( n)’ en - n "
(5.1.38)

Finalmente enunciaremos un teorema de gran importancia en lo queusg

Teorema 5.1.8 Los polinomios de tipo hipergeonetricos (chsicos)p,(x) son las
unicas soluciones de Ig ecuacon hipergeonetrica (2)y°% (2)y°+ y =0, tales que
las funciones ,(x) = (X)pn(x), donde (x) es la funcon peso con respecto a la
cual losp, son ortogonales, son acotadas y de cuadrado integrable(an, siendo
(a; b el soporte de la funcon peso.

Nota 5.1.9 Si queremos que la funcon peso sea positiva e integrable edninterior
del intervalo de ortogonalidad y suponemos quéx) > 0 en dicho intervalo se puede
comprobar que el polinomio ha de cumplir dos propiedades importantes:

1. En primer lugar la derivada de ha de ser negativa. Esto es particularmente
importante en los casos cuando =1y = X, que corresponden a intervalos
de ortogonalidad no acotados |wease el poximo apartado| ,

2.  ha de anularse en el interior del intervalo de ortogonalidaéllo es conse-
cuencia de (5.1.31) y del teorema 5.1.6 que asegura dyeha de anularse en
el interior del intervalo de ortogonalidad.

5.1.3. Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi
Paametros principales

Comenzaremos escribiendo los principales paametros de las sioess de poli-
nomios ortogonales nonicos chsicos (SPOMC). Como ya hemos \idbs polinomios
ortogonales en la recta real, solucon de una ecuacon del tipo (57}, se pueden cla-
si car en tres grandes familias en funcon del grado del polinomio ( siempre es
un polinomio de grado 1). Cuando es un polinomio de grado cero los polinomios
correspondientes se denomingwlinomios de HermiteH,(x), cuando es de grado
1, polinomios de Laguerrel (x) y cuando es de grado 2 con dos races simples,
polinomios de JacobP, (x), respectivamente. En las tablas 5.1 y 5.2 esan repre-
sentados los principales paametros de dichas familias, en las cualag, denota al
smbolo smbolo de Pochhammer

(@o=1; (a)k = a(a+1) (a+k 1) k=1;23;::: (5.1.39)

Para los polinomios se han escogido las llamaddsrmas caronicas
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Cuadro 5.1: Clasi cacon de las SPO Chsicas.

Po(x) || Ha(X) | Ln(X) Py (%)
(x) 1 X 1 x?
(x) 2x | x+ +1| ( + +2)x+
. 2n n nn+ + +1)
x) | e* X e 1 x) 1+x)
> 1 > 1
W) [ e | o xmmex | @ x)" @+

Representacon hipergeonetrica

De la brmula de Rodrigue$ (5.1.12) se puede obtener la representacon de los
polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi en erminos de la funcohipergeonetrica
de Gauss;F; de nida en el caso nas general de forma

cm e R k
a;a; il ay _ (a)k(az)k  (ap) X*
F X = — 5.1.40
Fobibriiil X T BB (B K (5149
De esta manera encontramos que
8 1
% ( 1)m é 1F1 ;m X2 ; n=2m
Hn(x) = " ? (5.1.41)
3 3 m
> (D" > X1F1 3 x> n=2m+1
m 2
D"(n+ +1
L = B (( . Le N X (5.1.42)
; 2 +1), nn+ + +1 1 X
Pr (x) = n+ + +D), 2F1 ‘1 5 (5.1.43)

Como consecuencia de las brmulas anteriores podemos obtener \alores de los
polinomios en los extremos del intervalo de ortogonalidad. Estos vade pueden ser
obtenidos tamben a partir de la brmula de Rodrigues (5.1.12) apliando la regla

“Para ellg, basta usar la regla de Leibnitz para calcular lanesima derivada de un producto
(f g™ =" [, pynkf 0 g(" ¥ Otra posibilidad es usar series de potencias y el netodo de
coe cientes indeterminados de Euler (ver e.g. [6, 21]).
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Cuadro 5.2: Pamametros de las SPO Monicasd, = 1).

Pn(X) || Hn(x) Ln(x) P (x)
(o ( "
B Hn
A 2n (D (n+ + +1),
n( )
Gl nn+ ) T
P - 2 F 20+l n+ +1)( n+ +1)
d% n2” (n+ +1)n! (n+ + +1)(2nn+n+ +1)( nJr: + +1)2
n 1 1 1
2 2
n 0 n+ +1 @n+ + )2n+2+ + )
4n(n+ )(n+ )(n+ + )
n % n(n+ ) (2n+ +n n1)(2nr+1- + r)12(2n+ + +1)
€n 0 0 n
2 + + +1
en 0 n ( )n(n )
@2n+ + )2n+2+ + )
an(n + + + + + + +1
e | n ) (n+ )n+ )n )(n )
(2n+ + 1@2n+ + )?@2n+ + +1)

de Leibniz para calcular lanesima derivada de un producto de funciones.

8
S S CL P n
ORI CLo= SR,

0: n=2m+1

2"( +1),
(n+ + +1),°

( 1)"2"( +1)n,
(n+ + +1),

Py (1)= Py (1)=

(5.1.44)

Casos particulares

1. Los polinomios de Legendr,(x) = P.%°(x).

2. Los polinomios de Chebyshev de primera espetigx)

i
2

Tn(X) = Pn 2 cosh arc cosk)]:

(x) =

1
2n 1
3. Los polinomios de Chebyshev de segunda esped;j€x)

1 sen[fp + 1) arc cosx)] .
27 sen[arc co)]

1.1
2'2

Un(X) = P2 (x) =
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N[

4. Los polinomios de Gegenbau&s, (x) = P, 2 (x), > L.

Utilizando la brmula (5.1.32) se obtienen las ecuaciones (= 1;2;3;::;, n =
0;1,2:):
n!

(Ha(x)O) = e 00 (5.1.45)
(L)) = = n a0 (5.1.46)
P (x)O) = o n' )!Pn*; * X (5.1.47)

donde P,(x))(’) denota la esima derivada deP, (x).

5.2. Resolucon de la ecuacon de Schedinger

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos de ®mo se usa el netddd\ikiforov
y Uvarov para resolver algunas ecuaciones de la Me@nica clardic

5.2.1. El oscilador arnonico cwantico unidimensional

Como ejemplo apliguemos la tcnica anterior al caso del osciladornanico
cuantico.

Partimos de la ecuacon de Schredinger para el oscilador arnoroc
~ 0 1 22
— (X)+ =m! “x*( x) = E ( X); X2 R:

. : P——
Haciendo el cambiox = Xo , Xo = ~=m!), E = ~I"= 2, se transforma en la
ecuacon

)+ A )=0;

que obviamente es del tipo (5.1.1) coe( ) =0, ()=1lye()=" 2. Para
(), (5.1.5) nos da

O= " Ek Y

Como el polinomio 2+ (k ") ha de ser un cuadrado perfecto, entoncés= "y,
por tanto, ()= , luego

()= “)=1; ="+1; ()=2;
()= )= 1 =" L ()= 2
gue nos conducen a las ecuaciones

YO +2yO)+("+1)y()=0; y) 2yY)+(" 1y()=0;
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respectivamente. En cada caso la funcon( ) es la solucon de las ecuaciones= =
y & = | que conducen a las funciones

()=e2 vy ()=e %

respectivamente. Finalmente, la ecuacog®® ) 2yq )+(" 1)y( ) = 0 corresponde
a la ecuacon hipergeonetrica de los polinomios de Hermite, por tamttenemos

" 1=2n,n=0;1;2;:::y las soluciones normalizadas de nuestra ecuacon original
sean

( )= Npe “Hn(); "=2n+1; n=0;1,2:::: (5.2.1)
Para calcularN, notamos que
21 — 1 2 P
. () )d=N§1H§()e d =Ngdy;  di = o

Entonces de la condicon de normalizacon
Z 1 Z 1
1= j ( x)j%dx = Xo ( )( )d;
1 1
S

2" P—
luegoN, = —p—,Xo= ~=(m!).
Xo n!

Es fcil ver que la otra ecuacbn tiene como soluciones los polinomiek,( ),
por lo que sus soluciones () = e “*2H,( ) no son de cuadrado integrable eR,
y por tanto no tienen sentido fsico (esto se poda predecir si t&#mos en cuenta la
nota 5.1.9 del apartado anterior). De esta forma lasunicas solucies estacionarias
del oscilador arnonico son las funciones (5.2.1) anteriores.

jo1?

4 6 6 4 2 2 4 6

Figura 5.1: Estado fundamental o y excitados ,, n = 1;2 y 10 del oscilador
arnonico.
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As pues, a diferencia del oscilador chsico, el oscilador cliantictiene una energa

discreta de nida por la expresbnE, = ~! (n+1=2), n =0;1;2;::: correspondiente
al estado
S
2" 1ox 2 X p
(X)= —p=—e2x H, — ; n=0;12:::; Xo= ~=m!):
Xo n! Xo

Finalmente, mencionemos que las autofunciones del oscilador denngna base
ortogonal completa en el espacio de las funciones de cuadradograble y por tanto
las podemos usar para desarrollar en la misma cualquier funcon deeesspacio.

5.2.2. La ecuacon de Schredinger en un potencial central

Partiremos de la ecuacon de Schredinger estacionaria para etamo de hidogeno
en coordenadas estricas

2

P ' +V ' = E v 5.2.2

om O V() (ri ) (5.2.2)
donde m es la masa del electon (que se supone despreciable respecto a dsam

del rucleo), 2 [0;2 ), 2 [0; ],y el laplaciano en coordenadas eskricas tiene la
forma

le ,@ |1 1 @ @ 1 @
- — = = - - = — + . 5.2.3
2@ @ 12 sen@ @ @ se? @ ° (-2:3)
o bien
a 1
- r + r_2 ]
donde
e, _ 10 0, 106
" rz@r @r’' " sen @ @ sef @2
denotan a los laplacianos radial y angular respectivamente.
Por simplicidad vamos a reescribir la ecuacon anterior en la forma
1 "
. (n )F vl(n s )=0; (5.2.4)
dondev(r) =2m=-2V(r)y "= 2m=-°E.

Separando las variables ¢; ; )= F(r)Y(; ) obtenemos las ecuaciones
YO )+ Y (5 )=0;
Y6 YG)

FO+ " v) 5 F()=0;

(5.2.5)

SAl ser el potencial de interaccon V (r) un potencial central, i.e., ®lo depende del radio, es nas
sencillo resolver la ecuacon en coordenadas esericas ;
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donde es cierta constante a determinar.

Nbtese adenas que la condicon de normalizacbn
zZ,72,7Z
j(r; )jfr’sendddr =1;
0 0 0
se transforma en
zZ,Z Z,

jiY(; )j’sendd =1y jF(r)j?r3dr = 1: (5.2.6)
0 0 0

5.2.3. Los arnonicos eséricos

Comencemos por la primera de las dos ecuaciones anteriores. $ejuhr variables
Y(; )= ( )( )obtenemos las siguientes dos ecuaciones

)+ ()=0;

H[osed  1( )=0; &2

@ a )

sén — Ssen

@ @

donde es cierta constante.

Asumamos que la funcon es univalente, entonces, de la condicode periodi-
cidad ( +2 )= ( )sesigueque = m? m2 Z. Luego

m( )= Cn€é™ : m2Z:

Nbtese que las funciones ,( ) son ortogonales
z 2

m( ) mo( )d = n mmo%
0

cop , =2 C 2. Siqueremos que sean normalizadas a la unidad enton€gs =
1= 2 . As tenemos las soluciones

m( )= plzze"" ; m?2 Z: (5.2.8)

La segunda ecuacon en (5.2.7) se transforma entonces en

@ a )

sén — Sen

2 — .
@ & +[ set m?]( )=0;

Haciendo el cambiox = cos obtenemo$

d @ x
1 ) o

dx
SNbtese que six = cos , entoncesd=d = dx=d d=dx= send=dx,ysen = 1 x2.

1 x? +[ (1 x») m?(x)=0; (5.2.9)
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0, equivalentemente,

d @ x) m? 0 =
x @ D6t T (00 9)
2 2
%0x) . 2XX2 Yx) + (1(1 X)zz)zm (x)=0:
Esta ecuacon del tipo (5.1.1) con
e(x)= 2x; e(x)= (1 x? m?% =1 xZ%

luego el polinomio (5.1.6)
(x)=(  kx*+(k )+ m?

es un cuadrado perfecto si:

1. k= =) X)= m =) xX)= 2x m),m=0;12:::,
2.k = m?2 =) (X) = mx =) (xX)= 2( m+1)x, m =
0,12:::
Si ahora tenemos en cuenta la nota 5.1.9 tenemos que de las cugpmanes debemos
escoger (x) = 2(m+1)x correspondiente a (x) = mx, k = m?, =k+ °=
m(m + 1).

Para calcular usamos (5.1.2) que nos da

o mx B B .
—= 15 9 x)=(1 x?)™=

La ecuacon de tipo hipergeonetrico que obtenemos es, por tamt
1 x*)Yy* 2m+1)xy°+ y =0;
gue tiene soluciones poliromicas segun (5.1.15) cuando= n(2m + n + 1), luego
=(m+n)(n+m+1); nNm=0;1,2;::::

En adelante de niremosl = m+ n, 1 =0;1;2;:::. Entonces,n=1 m 0,y por
tanto®
y(x) = P (%);

donde P™™" son los correspondientes polinomios de Jacobi. As. pamm 0 la

m

solucon de (5.2.9) tiene la forma

im(X) = Cm (1 X*)™2P™0(x):

"No confundir la funcon (x) con elangulo en coordenadas esericas. Abusando de la paciencia
del lector y para no introducir otra notacon diferente hemos optado por mantener la notacon
original de [16].

8N\otese quel m 0. Es decir, si jamos |, entoncesm =0;1;2;:::1I.
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Nbtese que
Z 1 Z 1
im(X) om(X)dX = CinCioam =~ P™M (X)P T (X)X x*)Mdx=0; 16 1%
1 1
adenas, sil = 1% y haciendon=1 m
Z 1 Z 1

22511 m)(I+ m)I(IN?2

@l +20)!2n! ’
luego si queremos que n, (X) sean ortonormales, es decir que se cumpla la segunda
condicon de (5.2.6) basta de nir

[ im()Pdx= [PMM(x)A1 x)Mdx =

s
Co = 2! 20+1 _
T 22 myl(1+ m)!
As
s
m (X) = (21)! A+1 (1 xA™2PMM(x); | 0 m=0;L:::

22+ m)l(l + m)!
(5.2.10)
Slo nos queda pendiente analizar que ocurre sn < 0 (ver (5.2.8)). Para ello

escribiremos (5.2.10) usando la expreson analtica dél(m,;m)(x) mediante la brmula
de Rodrigues (5.1.17)
S

I ' m | | I ~ dl m
) = ¢ 1I)| (222:11()|( +mr;‘!)'(1 X M )] (5.2.11)
Si ahora usamos la ecuacon (5.1.47) tenemos
mem I L dm
P (X) = ( ”m) EPI(X);

donde P,(x) son los polinomios de Legendre de gradpexpresados analticamente
mediante la brmula de Rodrigues
(ynd 2
—[(1
2 ax & X

Combinado las dos expresiones anteriores con (5.2.10) tenemosa o&presentacon
de las funciones |, (x)
S

Pi(x) =

| I+ m
Comparando (5.2.11) y (5.2.12) se deduce que
()= D" m(x);  m=0;32::0
La expreson anterior permite de nir la funcon |, (x) para m < 0. As, para

=I1(l+1), 1 =0;52:::ym= 1, |+1;:::;1], tenemos que las funciones
Y(; ):=Ym(; )sedene porlaexpreson

(A xH): (5.2.12)

im (X) =

Yim(; ):plzze'm m(cos ); 1=0;1;2;:::; m= I; 1+1;:::;1 (5.2.13)

Estas funciones se denominaarnonicos esgtricos.
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5.2.4. Resolviendo la parte radial de la ecuacon de Schi® din-
ger

De los resultados del apartado anterior se sigue que (5.2.5) se sfanma en

I + 1)
r2

F(r)+ " ()

F(r)=0:

Para resolver esta ecuacbn hacemos el cambib (r) = R(r)=r que nos conduce a

la ecuacon
I(I +1)

r2

R%r)+ " v(r) R(r)=0; (5.2.14)

donde ahora la primera de las condiciones de contorno (5.2.6) se sfanma en
yA 1

jR(r)j2dr = 1:
0

La ecuacon (5.2.14) sel nuestro punto de partida para resolvelos casos de ex-
trema importancia en las aplicaciones: elatomo de hidogeno y etoilador arnonico
tridimensional.

Elatomo de hidogeno

Puesto que para elatomo de hidogend/(r) = =r, (5.2.14) tiene la forma
2m (1 +1)
RO((F)+ ) E + F 2 R(I’)ZOZ
Haciendo el cambio = r=a,, dondea, = ~?=(m ),y " = aE= , la ecuacbn
anterior se transforma en la ecuacoradimensional
1 (I +1)
O n - .
R{)HY+ 2 "+ = ~— R()=0:
Esta ecuacon es del tipo (5.1.1) con
()= ; e()=2"2+2 I(1+1); e()=0:
Por tanto, tenemos
.
1 1
= So2n 2 2+ 1(l+1)+ k:
=5 3 (1+1)
Como ( )=1=4 2'2 2r+ 1 +p1);k a de ser un cuadrado perfecto (en
la variable ), tenemos quek = 2 2"'(21 + 1), luego para ( ) tenemos las
siguientes cuatro opciones
1 P—; 1 1 P— 1
= -+ 2" l+ = = = 2" |+ =
()= 5 0 (=3 5
%La raon fundamental es que 3 @ r2@%0 = 1@ [k ()],
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Como ( )=2 ( ),tenemos, usando la nota 5.1.9 qué< 0, luego °< 0 de donde

eliminamos las dos primeras. De las dos posibilidades restantes paraainomio
( ) seleccionamos, siguiendo nuevamente la nota 5.1.9, la que conduaesaefuncon
que se anule para algun > 0, es decir

()= P77 1+

Dicha solucon corresponde & = 2 IOT(ZI + 1), luego |la otra posibilidad,

como se puede comprobar, conduce a una funcon no integrable(@n+ 1 )|
()=2(1+1 pT) ) —k+ Y)=201 (|+1)pT):
Usando (5.1.2) tenemos
p

i()):Hl -z 5 ()= e 7

. . . P— .
Entonces la solucbn de nuestra ecuacon es del tipR( )= '"*e 2" y( ), siendo
y la solucon de la ecuacon

yR)+2(1+1) 27 W)+ y()=0:

. . p A . . .
El cambio linealx = 2 2" nos transforma la ecuacbn anterior en la ecuacon

P

) +[@IFD+1 XY+ § =05 €= p—

que correspoBde_a los polinomios de Lagueié*! (x). Ademas, como€ = n, en-

tonces =2n  2". Porotro lado, = k+ ¢ ), luego
1
Y= n1=0;12:::
" 2+ 1+1)2
As, jados nyl,n;1=0;12;::: la solucon es
Rnl( ): Nn'|X|+le X=2L§I+l (X); X = 2p 2"n;| ;

con N, tal que

Z 1 Z 1 (n + I + 1) Z 1
RA(Ndr=1 =) a Ry()d =1 =) LT3 R (x)dx=1:
0 0 2 0
Ahora bien,
Z 1 Z 1 Z 1
R2,(0dx= N2, x™*2e *(L2"(x))%dx = N2 ()x(L2* (x))2dx
0 0 0

= NZ ndi=NZ2(n+1+1)n!(n+2l+2);

donde hemos usado la relacbn de recurrencia (5.1.22) para el puotb x L 2+ (x) y
luego la ortogonalidad. Por tanto
S

I\In;l =

1
a(n+ 1+1)2nl(n+21+1)!"
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J-Rn;lj2 J.Rn;lj2

05 05

0;4 . 5 0;4

0:3 — IRool 0;3

0;2 0;2
Soo10

0;1

0;1 ! >C
X

15 20 5 X 10 20 30 40 50

Figura 5.2: Estado fundamental (arriba) y excitadosr = 1, | = 0;1;2 (abajo) del
atomo de Hidogeno.

Entonces teniendo en cuenta que la parte radial €{r) = R(r)=r, las autofunciones
de la ecuacon de Schmdinger para elatomo de hidiogeno (5.2 2ienen la forma

(r. . )_ 2)|$\Ie =2 L2|+1(X)Y ( ) nNl=0:12:::
n;I;m 1 ao(n+ I +1)2P aonl(n+2| +1)| n Im ) ’ ’ 3 by Ly n e
dondex = —-2——: ay= ~?=(m )y sus correspondientes autoenergas son por
ap(n+1+1)
tanto ) L 2 4
_m _ m~ 1 o i.5a...
Enyl - 2~2 (n+ I +1)2 - 2~2 n(Q’ n= 1,2, 3,...

que, teniendo en cuenta que = €, nos conduce a la misma expresdh de Bohr
(2.3.2).

5.2.5. El oscilador arnonico tridimensional

Para el oscilador arnonico tridimensionalV(r) = %m! 2r2, as que (5.2.14) se
convierte en
1 2,2 I(1+1)

2m
RN+ — E Sm! =

R(r)=0:

) . P — .
Haciendo el cambio = r=rq, dondero = ~=m!),y E = (~!=2)" la ecuacbn
anterior se transforma en la ecuacoradimensional

(1 + 1)

R+ 2 1

R()=0:

Para convertir esta ecuacbn en una del tipo (5.1.1) hacemos elnghio z = 2,

as tendremos

"z 7% 1(1+1)
4 2

R%z) + 2—1ZR°(2) + R()=0:

10En nuestra brmula n no representa al rumero clantico principal. Este correspondea al valor
0—
n=n+I[+1.
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donde tendremos
(@=2z e@="z 2 I(+1); e()=1:
Por tanto, tenemos

y I o J— 17
(z) = = (2); (2=22+2k ")z+ I+
2 2
y para que este sea un cuadrado perfecto enk debe tomar los valorek = "=2

| + % , luego para (z) tenemos las siguientes dos opciones

(2)= z+1+1:

Como (z) =1+2 (z), tenemos, usando la nota 5.1.9 qué’< 0, luego °< 0 de
donde deducimos que
(2)= z+1+1;

gue corresponde & = "=2 |+ % , luego

" 3
(2)= 2z+21+3 ) = k+ O(Z)‘§ I >
Usando (5.1.2) tenemos
Z) = z+1+1
(2) 27

Entonces la solucon de nuestra ecuacbn es del tipR(z) = z(*Y e 72y(z), siendo
y la solucon de la ecuacbn

zyNz)+[ z+1+3=2y12) + 5¥(2)=0:

5 ()= e w2

que corresponde a los polinomios de Laguellré+l =2(z). Adenas, como =2 =n, y

=k+ Y2)=5 | 2 luego
= =2 2n+|+g ; n1=0;12:::

As, jados ny I, la parte radial esF,(r) = Ry (r)=r donde

Rm(Z) - Nn;IZ(I+l) =Ze Z=2L|n+l=2(2); 7= 2 _ r_ :
0
con Ny, tal que
Z, Z,
RZ(Ndr=1 =) 1, R%()d =1;
0 0
pero
Z, Z, » Z 4 ,
R(2)2, _ N& _ _ NZ,
R2 d = N2 dz = ' 172 2| 1#122(5)) 247z = ™ :
nI( ) il 0 27 2 0 ( n ( )) >

donde d? es el cuadrado de la norma de los polinomios de Laguel:r'élzz, le.,
d2 = n!'(n+1+3=2). Luego
s

Nn;I =

2
ront(n+1+3=2)
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J.Rn;lj2 J.Rn;lj2
0;8 0;8
0;6 0;6
0;4 0;4
0;2 0;2
1 2 3 4 5 X N 1 2 3 4 5 X

Figura 5.3: Estado conl = 0, n = 0;1;2 (arriba) y | =2, n = 0;1,;2 (abajo) del
oscilador cuantico tridimensional.

5.3. El netodo de factorizacon de Schiedinger

5.3.1. Introduccon

El objetivo de este apartado es estudiar un netodo sencillo querpdte resolver
ecuaciones diferenciales de Sturm-Liuville. El metodo debe su \polaridad” fun-
damentalmente a Schmdinger que lo u para resolver la ecuatae Schredinger
para muchos sistemas fsicos reales.

Actualmente el netodo se le conoce como netodo de factorizaaoi de Infeld y
Hull debido al estudio detallado que estos autores hicieron en [13].

5.3.2. El oscilador arnonico

Sea la ecuacbon de Schredinger para el oscilador arnonico
H x):= x)+x* (x)= (X); (5.3.1)

que escribiremos convenientemente en la forma

(D2 x%) (x)= (x); donde D := d_dx; (5.3.2)

e | es el operador identidad.

Si operamos \formalmente"podemos sustituix? D 2 por la correspondiente
diferencia de cuadradosx D )(x+ D) o (x+ D)(x D ). En la pactica esto no
es del todo cierto pues® D 2 es un operador y obviamente no tiene por que tener
lugar las expresiones anteriores como de hecho ocurre. No olistan

(x D)(x+D) ()=(xI D)x )+ °xN= R+ x> (x) (x)
=H (x) =C 1 &)

y

(x+D)(x D) ()=(xI+D)x (x) )= +x* 0+ (x)

=H (x)+ )= +1) (x):



102 Cap tulo 5. Resolviendo la ecuaci on de Schr edinger

Lo anterior nos conduce a de nir dos operadores
Hy =x+D; H =x D

para los que se cumple

H H: (X)=( 1) X); (5.3.3)
H.H xX)=( +1) (x); (5.3.4)

y
H (X)=(H H:+Il) ()= (x): (5.3.5)

Aplicando H, a (5.3.3) tenemos
(HiH )Hy  (x)=( DH, (%),
que al compararla con (5.3.4) nos conducé’a
Hie X)= () 2x): (5.3.6)
Aralogamente, aplicandoH a (5.3.4) tenemos
(HHO)H ()= +DH  (x);
gue al compararla con (5.3.3) nos da
H X)= () +2(): (5.3.7)

De lo anterior se deduce quél es un operador \ascenso"(raising) H. es un
operador \descenso"(lowering$?

Sea ahora el conjunto de las funciones X) tales que (a)= ( b =0 (a;b2
R[ 1 )ydenamos en dicho espacio el producto escatér
Zy
h; i= ( x) ( x)dx:
a

Notese queH = H .
Los operadoredH. y H son uno el adjunto del otro. En efecto,

Z b Z b yA b
(¥H. (¥)dx= (x)x(x)dx+  (x) (x)dx
a Zab a b 7 i
= (O)x(x)dx+ (%) (x) ™) ( x)dx
Zab 7 i a a

= (x D)(x)(x)dx=H (x)(x)dx

a

INotese que de (5.3.4) se deduce que el operadét, H tiene como autovectores y sus
correspondientes autovalores son + 1, por tanto la expreson anterior indica que H. son los
autovectores correspondientes a 2 de donde se sigue que han de ser proporcionales a ».

2pyes aumentan o disminuyen el valor del autovalor, i.e., suben o bafapor el espectro deH.

B3Aqu la operacon a denota al complejo conjugado dea. En general trabajaremos en el espacio
de funciones reales.
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esdecirrH ; i=h ;H: 1.
Como consecuencia de lo anterior se sigue dde= D?+ x>=H H, +les

autoadjunto y por tanto (ver Proposicon 4.2.13) sus autovalor@son reales. Adenas,
si 6 entonces esortogonala (ver Proposicon 4.2.14).

Supongamos qu¢ j? es integrable. Calculemos

k k?:=h : i= 2()H, :H, i= 2?)h :H H, i
S LR ' 63sg)
= () Dh 5 i= () Dk k5
luego
1) C 2 (. n
k k2=( k k%
3 () 2 1) 2 n+l)
Obviamente para cada jo, existia un n tal que n+1>0, n 0, por

tanto el procesoH. H.  debe de culminar en algugn momento, i.e., debe existir
una funcon que denotaremos por o(x) tal que

H: o(x)=0;
0, equivalentemente, para ciertog, ( o) =0.
En este caso la ecuacon (5.3.5) nosdd (= ¢ o,
(H Hi 1) oX)= 0o oX) ) o=1:
As pues aplicandoH consecutivamente a o obtendremos los valores para
=1;3;5:::;2N +1;:::. En general tenemos,=2n+1, n=0;1,2;:::.
Aralogamente

k ok*= ?() +1)k k% (5.3.9)
Lo anterior nos indica que conviene escribir la funcon , como , ( > Se
convierteen , 1y ,+2 Se convierte en ,.;). Luego tenemos las ecuaciones

He oX)=0; Hye n= n n1yy H o= n nay n=0;152000
donde hemos denotado por, := ( n)Y n:= ( n)
Adenas (5.3.8) implicak , 1k? = 2n %k .k?y (5.3.9) implicak p.1k? =
(2n+2) %k k2 Siqueremos que los operadorés. y H mantengan invariante

la noB‘na de las Bmciones n entonces de las brmulas anteriores se deduce que

n= 20y o= 2n+2.Astenemos

P_— .
Hie n= 2n , 1, H n=p2n+2 1, N=0;1,2::::

Finalmente, usando queH. o(x) =0, k ok =1, obtenemos las soluciones norma-
lizadas

n

X o+ B0=0 ) o= fe

YIH T o= " @I 4(x), luego

1 - 1 -
n(X)= —p=—=[H "e = —p——[xI D J'e =
+ (2nh IO
Esta forma de resolver el problema del oscilador armonico cuaisb es totalmente
araloga a la del apartado 5.2.1.
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5.3.3. El netodo de factorizacon

En este apartado vamos a generalizar el ejemplo anterior a ecuae® algo nas
generales. Partiremos de la ecuacon diferencial lineal de seguratden (de Sturm-
Liouville)

yUX) + r(x;my(x)+ y (x)=0; m=0;1,2::: (5.3.10)
0, equivalentementé&,
HMy(x;m; )= y(x;m; ); H™:= D 2 r(xm)l: (5.3.11)

La funcon r(x;m) se suele denominar funcon potencial y 1™, hamiltoniano.
Aqu m es un paametroy es el correspondiente autovalor. En adelante asumiremos
que Yy m son independientes.

De nicon 5.3.1  Diremos que la ecuacon diferencial ordinaria (EDO) (5.310) es
factorizable si la podemos cambiar por cada una de las sigiés ecuaciones

HT+1 H m+1 y(X; ‘m ) - [ |_(m + 1)] y(x; m ); (5.3.12)
HMH Y sm) =] L(m)y(x; ;m); (5.3.13)

dondelL (m) son ciertas constantes y

H™ = k(x;m)l M= k(x;m)l + d—cj(: (5.3.14)

&;

Los operadoresH™ se conocen como operadores \escalera". Notese adenas que
ambos operadoresi™ son de orden 1.

Teorema 5.3.2 Siy(x; ;m ) es solucon dey®®x) + r(x;m)y(x) + y (x) =0, en-
tonces
H™y(x; ;m) = (;m)y(x; ;m +1); (5.3.15)

HIy(x ;m) = (;m)y(x; ;m 1) (5.3.16)
Demostracon: Aplicando H™*? a (5.3.12), obtenemos
HT™HMH™yGm)l = Lm+DIH™ y(;m));

y comparando el resultado con (5.3.13) deducimos (5.3.15). Arakgente, si apli-
camosH"*! a (5.3.13), obtenemos

HIHTHIY(;m)I=[  LM)H"y(;m)];

gue al compararlo con (5.3.12), nos conduce a (5.3.16). 2
En adelante, denotaremos,, .= (;m), m:= (;m).

Hemos decidido mantener en la medida de lo posible la notacon original @ [13], por lo que
agqu H™ denota al operadord‘f(—z2 + r(x;m)l, y no a la potencia mesima de H.
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Como en el caso del oscilador armonico vamos a considerar el cotp de las
funciones (x) talesque (a) = ( h =0(a;b2 R[ 1 )y en dicho espacio
de niremos el producto escalar

Zy
h; i= ( x) ( x)dx:
a

Teorema 5.3.3 Los operadoresH" y H™ son adjuntos entre s, i.e.,
Z b YA b
HH™; i= H"™ dx = H" dx = h;H " i (5.3.17)

a a

Demostracon: Ante todo notemos que sk(x; m) es una funcon real entonce$i™ =
H™. En adelante asumiremos quk&(x; m) es real. Entonces

Zy Zy Zy
( X)H™ (x)dx= ( x)k(x;m) ( x)dx ( x) qx)dx
a Zab a b Z .
= (O0keem) (x)dx () (x) + ) (x)dx
Zab Z ) a a

= (k(;m)+ D) ( x)(x)dx= HT ( x) ( x)dx;
a a
es decirrH™ ; i=h ;H] 1. 2
Notese tamben que el hamiltonianoH™ es un operador autoadjunto. Ello se
deduce de las expresiones

H™ = HM™H™ + L (m+1)l= H™H™ + L(m)I

o directamente de (5.3.11). Adenas, como es autoadjunto, emies sus autovalores
son reales y las autofunciones correspondientes a diferentesosalbres son ortogo-
nales.

El objetivo fundamental del netodo es poder resolver EDOs dena forma senci-
lla y \razonable" obteniendo soluciones \buenas". As, sera desle que si partese-
mos de una funcony(x; ; m ) de cuadrado integrable las operacionés™  y(x; ;m )
y H"y(x; ;m ) dieran como resultado funciones de cuadrado integrable.

Esta condicon la asumiremos (su demostracon es bastante engasa), no obs-
tante en los ejemplos veremos &cilmente que se cumple, es decie gartiendo de
una y(x; ;m ) de cuadrado integrabley(x; ;m 1) tamben lo sea. Adenas, nos
restringiremos a EDOs cuyos coe cientes tienen singularidades a lor® en el ex-
tremo del intervalo (a; b lo cual reduce el aralisis de la integrabilidad cuadatica de
las soluciones a su comportamiento en dichos extremos.

Teorema 5.3.4 (Clase I) Seal(m) una funcon creciente en0 < m M (M
puede ser+1 ), m 2 Z y supongamos que

max[L(M);L(M +1)]:
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Entonces para que la EDQ/%x) + r(x;m)y(x) + y (x) =0 tenga una suceson de
soluciones integrables es necesario que existaluh N tal que

= = L(+1):

Ademas para esel, y denotandoy! (x) := y(x;L(l + 1); m) tenemos

R
H 1+1 yll(x) =0 ) yII(X) - e k(x;1+1) dx;

y, entonces paran =0;1;:::;1  1;1,
HIYLO) = L LA+D) L)y 100; (5.3.18)
Y, por tanto,
" #
Y (X) = Y ! HMIHM2  Hyi(x); m<l: (5.3.19)

P+ L

k=m+1

Notese que, siky/k = 1, entonces las funcioneg,, son ortonormales.

Demostracon: Asumamos quey(x; ;m ) es de cuadrado integrable era(b). Enton-
ces,y(x; ;m +1) tamben lo sea. En efecto como

H™y(x ;m) = my(x ;m +1);

tenemos
V4 b Z b
y(x; ;m +1)]%dx= 2 [H™y(x; ;m )]%dx
a a
Z b
= w06 m)HITH™ (6 m )ldx
a
v
L(m+1) ~ P
L LR
m a
Luego paral >m,
Z b V4 b
L(m+1 L(+1
[y(x; ;1 +1)]%dx = (2 ) (2 ) [y(x; ;m )]%dx:
a m m a

Ahora bien, comoL (m) es creciente entonces existia ut tal que L(1+1) > , lo
cual implicaque = L(I+1) o y(x;;l +1) 0. En caso quey(x; ;I +1) O,
usando (5.3.15) tenemos

H"y(x; ;1)=0;

y por tanto, asumiendo quey(x; ;1 ) 6 0, (5.3.12) nos da

HINH™ y; 1)Y= LO+D)]yc 1) ) L(1+1)=0:
r' {(Z—f \f/—g—?

=0
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Adema% si queremos que el operaddd ™*' mantenga la normalizacon entonces
m L(I+1) L(m+1). De forma araloga pero usando (5.3.16) y (5.3.13)
tenemos que

L(m L(l+1 L(m
2( )ky(X,,m)k2= ( )2 ( )

m m

ky(x; ;m  1)k?= ky(x; ;m )k?;

de donde se sigue que, = P L(+1) L(m).

As pues, denotando pory! (x) := y(x;L(I +1);m) tenemos que (5.3.15) se
transforma en

H™ 2yl (x) = P Ld+1) Lm+1)y ., (X); m<l; (5.3.20)
y, en particular,
H™yi(x) =0
as que usando (5.3.16)
Y
Mym(x)= " L(I+1)  L(m)yy 1(X); (5.3.21)
de donde, por induccon se deduce (5.3.19). 2

De forma totalmente araloga se tiene el siguiente

Teorema 5.3.5 (Clase Il) Seal(m) una funcon decreciente en0 m M (M
puede ser+1 , m 2 Z y supongamos que L(0). Entonces para que la EDO
yox) + r(x;m)y(x) + y (x) = 0 tenga una suceson de soluciones integrables es
necesario que exista uh2 N tal que

= = L)
Ademas, denotando pory!, (x) := y(x;L(I); m), tenemos
m p T /1N 1 ()
HIYm() = L) L(M) Yy 1(X); (5.3.22)
y, en particular, R
Hivl()=0 ) yi(x)=e Do
Adenas, param = I;| +1;::: tenemos
p
H™ My ()= " L()  L(M+1) . (X); (5.3.23)
y por tanto,
" #
ny 1 1
Y (X) = P H™H™ 1 H™ylx): m>1  (5.3.24)

L) L(k+1)

La demostracon es araloga y la omitiremos.
Veamos ahora bajo que condiciones podemos factorizar la ecua¢b.3.10).
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Partimos de la expreson (5.3.12)

(k;m+1)+ D)(k(x;m+1) D )y(x)=[ L(m+1)]y(x) )
(k;m +1)+ D)(k(x;m+1)y(x) y¥x)=[ L(M+1)]y(x) )
kKxm+1)yx)+ kIxm+1)y(x) yHx)=[  L(m+1)]y(x):

Si eliminamosy®usando la ecuacbn diferencial (5.3.10) y cambiamas por m 1
obtenemos
K2;m)+ k¢m)+ L(m)=  r(x;m 1) (5.3.25)

Si ahora usamos (5.3.13)

(k(x;m) D )(k(x;m)+ D)y(x) =[ L(m)ly(x) )
(k(x;m) D )(k(x;m)y(x)+ yix)) = [ L(m)ly(x) )
K26 m)y(x)  kKOam)y(x) vy =[  L(m)ly(x);

y nuevamente eliminamog/®usando la ecuacon diferencial (5.3.10) obtenemos
K2(x;m)  kYx;m)+ L(m)= r(x;m): (5.3.26)
Restando y sumando (5.3.25) y (5.3.26) obtenemos, respectivateen

r(x;m)+r(x;m 1)
2

L(m) = k?(x; m);

K m) = L6 r2(x;m L.

Derivando la primera de las expresiones respectx g sustituyendo el resultado en
la segunda deducimos gt

rgm)+ rqm 1)

KM= 2rem) reem 1)

Ahora bien, para que la EDO (5.3.10) sea factorizable(m) ha de ser independiente
de x. As pues hemos probado el siguiente

Teorema 5.3.6 La EDO y%x) + r(x;m)y(x) + y (x) = 0 es factorizable en el
sentido de la de nicon 5.3.1 si y lo si

rgm)+ rqm 1)

kixim) = 2(r(x;m)  r(x;m 1))’

(5.3.27)

r(x;m)+r(x;m 1)
2

L(m) = k?(x;m); (5.3.28)

es independiente de.

15N\btese que sir(x;m) es una funcon real, entoncesk(x; m) tamben lo sea.
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5.3.4. Ejemplos

Antes de pasar a ver algunos ejemplos debemos destacar queetbno descrito
es \alido para una gran cantidad de ecuaciones diferenciales. &silfcomprobar que
si tenemos la EDO

2 0™ s qmam+ w2 =0
entonces el cambio
s
R _
y(x)= " p(t) (t)z(t); dx = @dt

la transforma en una ecuacon del tipo (5.3.10)

yRX) + r(x;m)y(x) + y (x) =0:

En el razonamiento anterior se supone qu¥x) (x) 0 en el intervalo a considerar.

Los arnonicos eséricos

Comenzaremos por los arnonicos esgricog! ( ). Estos satisfacen la ecuacon

1 d dy m?
— — — Y+Y =0; O
sen d sen d ser?
Hacemos el cambig(x) = P senY (), x = y obtenemos la forma caronica
(5.3.10)
m :
00 + - O - + 1.
y serf x yry ’ 47
por tanto
k(x;m)= m 1 cot ; L (m)= m(m 1)+}— m 1 2
T 2 ’ - 4 2

ComoL(m) es creciente tenemos el caso |, as que el teorema 5.3.4 nos da

= +-=L(0+1) ) =I1(0+1); 1=0;52:::; m=0;12:::;

N

Usando (5.3.20) tenemos
HY()=0 ) 12 et Dyi()=0 )

y[( )= Csen™=:
CalculamosC para queky/k = 1:

Z

1=C? serf' d = Czﬂ'
- 0 T @+
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luego r
21 + 1) 419 .
y||( ): W Sed 1=2 .
Finalmente, comoL(I+1) L(m)=(l+m)(I m+1)y L(+1) L(m+1)=
(I m)(I+ m+1), entonces (5.3.20) y (5.3.21) nos dan

1 d Y
m 5 cot ym( )= (1 m)(I+m+1)yp.,();
1 d Y
m 5 oot + & oyp()=" (Em( mE)yh ()
respectivamente.
Potencial de Poschl-Teller 1
Sea
2 2
00 (m+g)(m+g+1) (m g(m g 1) _0-
yor ser? (X Xo) cod (X Xo) y*+y =0;

conx 2 (Xo;Xo+ =(2 )). Entonces el teorema 5.3.6 nos da
kK(x;m)=2 g+ mcos2 (X Xg) €sSCc2 (X Xo)
=(g+m) cot (X Xo)+(g m) tan (X Xo);
L(m)=4m? 2

Al ser L(m) creciente usamos el teorema 5.3.4 y por tanto

=4 %(1+1)% 1=0;L52:::; m=0;L2:::;
En este caso

H™y(x)=0 ) [k(x;I+1) D ]y/(x)=0 )

yi(x)= Ccos 91 (x xo)sen* ¥ (x  xo):
CalculamosC para queky/k = 116
Z o0
1=C? cog! oD (x  xo)serf*9D  (x  xq)dx

g+ 3)(I+g+3)

_~2 (!
=C* 2 (2++3)

®Hemos usado que

Z? atl b+l
cof x serPxdx = (5 (7).

S 2 7% 27 <a> 1, <b> 1
0 2( 232
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luego

2 (21+3)

(T gr 9(irgrn s’ (0 xosel™ 60 x):

yi(x) =

Finalmente, como
L(+1) L(m+1)=4 20 my(+m+2):

L+1) L(m=4 201 m+l)(l+m+1);

entonces (5.3.20) y (5.3.21) nos conducen a las expresiones

k(x;m + 1) d yh(x) =2 p(I m@+m+2)y ,(x); 0 m I

dx
d | P |
k(x;m)+& ym(x)=2 (I m+1)(I+m+1)y, (x); 0 m [
respectivamente.

Potencial de Poschl-Teller 2

Sea

yor  _(mtgm+g+l)  *m g(m g+1)
senf (x Xo) costt (X Xg)

y+y =0;

conx 2 (ro;1 ). Entonces el teorema 5.3.6 nos da

kK(x;m)=2 g+ mcosh2 (x Xg) csch2 (x Xop)
=(g+m) coth (x Xp)+(m g) tanh (X Xq)

L(m)= 4m? %
Al ser L(m) decreciente usamos el teorema (5.3.5) y por tanto
= 4 2% 1=0;L,2:::; m=L1+1;1+2;::::

En este caso
Hiyi(x)=0 ) [k(;1)+ Dlyi(x)=0 )
y por tanto!’ para todog < 1 |

S

2 (I g+3)
(1 g+3@)

"Hemos usado que

cosf ' (x xg)senh' ¢ (x xo):

yi(x) =

Zl ( a+b)( b+1
cosH x sen xdx = fz; <b> 1, <a+<b<0:
0 2(%2)
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Finalmente, como
L) L(M=4 2(m D(m+1);

L) L(m+1)=4 ?(m+1 ND({+m+1);
entonces (5.3.20) y (5.3.21) nos dan

k(x;m + 1) d_OJ( yh(x)=2 p(m+1 DI+m+1)y . (X); m [

Koem)+ S yh0a=2 @ D(mE Dyl 10

respectivamente.

Potencial de Morse

Sea ahora la ecuacbn
y% ae+be’ y+y =0; ab2C; 0 u<+1:

Si hacemos el cambio = x+ de forma quee? a= 1=4, m = be % obtenemos

conx 2 R. Entonces el teorema 5.3.6 nos da

e X
k(x;m) = -t m; L(m)= m?%

Al ser L(m) decreciente usamos el teorema 5.3.5 y por tanto
) [=1:2;:::0 m=L1+1;1+2;::::
En este caso

Hiyix)=0 ) [k(x;1)+ Dly(x)=0 )
y por tanto® s

y|I(X) — ﬁ exp( x)=2 Ix:

Finalmente, como
L) Lm)=(m H(m+1);

L) L(m+l)=(m+1 D+ m+1);
entonces usando (5.3.20) y (5.3.21) tenemos

X

emel D oyeg= " mAl DFMAD Y () m

dx
e d p
SormE o Y0 = (M DMEDyp 4 Mmoo
respectivamente.
¥Hemos usado que zZ,

e &P X)) 2X gy = (2 1); > o
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La ecuacon de Whittaker & Watson

Sea

m+ 3% 14
W 0% }+ 24+ 4 W=0; 0 z<+1:
4 Z z2

Haciendo el cambia = €, W (z) = ezy obtenemos

y® €%+ m+ 3 e y+y =0;

que esencialmente la misma ecuacon diferencial del ejemplo antepero cambiando
X por Xx. Tamben corresponde al caso Il con

k(x;m)=% m; L(m)= m?

as que
= 1% [=0;L2:::; m=1L1+1;1+2;:::;
S
(| — . | — | — 1 exp(x)=2+Ix .
Hiyi(x)=0 ) k(1) + Dlyi(x)=0 ) y(x)= @n® P :
Finalmente, (5.3.20) y (5.3.21) nos dan
€ m o1 d yl(x) = p(m+1 DI+m+1)y . (x); m I
2 dx
[ d Y
> Mg Ym() = (m (M, (x); mo;
respectivamente.

La ecuacon de Bessel

Sea , 1
o0 M 4

y 52

Aplicando el teorema 5.3.6 tenemos

y+y =0, z2R:

1

k(x;m) = mX 2. L(m)=0:

Como L(m) es constante no podemos usar ninguno de nuestros resultados o
que no tenemos ninguna expreson para. No obstante si podemos seguir usando
las expresiones (5.3.20) y (5.3.21) que en este caso dan

m+; d p-
X . & ym(x) = ym+l (X);
m 1 d _ b _
X + & ym(x) - Ym 1(X).
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Ambas expresiones dan sendas relaciones de recurrencia paraulasdnes de Bessel.

Para resolver la ecuacon tenemos que usar el nmetodo de Frobes (ver e.g
[6, 21]). La solucbn general en este caso da

Y09 = "X e dnC X)+ & Yal X)

donde J,(2) ¥ Ym(2) son las funciones de Bessel de primera y segunda especie,
respectivamente.

Elatomo de hidogeno

Sea la ecuacon radial de Schredinger para elatomo de hidog®

2 m(m + 1)

2
R% =R%+ —R —R+ R =0; r O
r r r

Si hacemos el cambig(r) = rR(r), tenemos

00, 2 m(m + 1)
F 2

y = y+y =0; r O

Aplicando el teorema 5.3.6 obtenemos
m 1 1
k(rm)=— —; L(m= —:
(rm)= = 5 Lm)=
ComoL(m) crece tenemos el caso I. As,

1 .
(I+1)%

1=0:1;2:::; m=1:2::::1

En este caso

I
M=o ) R D=0 )

r

yi(x) = Cr'*te m1:
CalculamosC para queky/k = 11°
s

yi(r) =

1 rI+1e o
I+ (1+1) '

Finalmente, como

1 1

LA+ Lm+D)= 25 a2

®Hemos usado que
z 1

xe Xdx=( +1) ! : <> 0 <> 1L
0
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LI +1) L(m):$ ﬁ;

entonces de (5.3.20) y (5.3.21) obtenemos

S
m+1 1 d | _ 1 1 | . .
r m+1 a ym(r)_ (m+1)2 (|+1)2 ym+l(r)a 1 m |,
S
m 1 d | 1 1 |
- —+ = = - - . .
r m dr ym(r) m2 (| n 1)2 Ym 1(r), 1 m |,
respectivamente.

5.4. Factorizacon de la EDO hipergeonetrica

En este apartado vamos a probar que la ecuacon hipergeonei#i¢5.1.7) admite
una factorizacon tipo Infeld-Hull. Vamos a seguir el trabajo de Leente [14]

5.4.1. El hamiltoniano vy los operadores escalera

Sean las funciones

p
"n(s) = (s)=ckP(x); (5.4.1)
Usando (5.1.22) y (5.1.7), obtenemos las expresiones
dn+1 dn 1
nT' n+1(S) + nT' n1(8)+( n X(s)' n(s)=0; (5.4.2)
()" )+ ) R+ () a()+ n' a(x)=0; (5.4.3)

donde ,

1( (%) ™) }( o og.

4 (x) 2 '

En particular la EDO anterior induce a de nir el siguiente operadoH (x; n) orden
2

(x) =

H(x;n):= (x)D?+ Yx)D+[ (x)+ ,]l; H(x;n)' ,(x)=0: (5.4.4)
En adelante diremos queH (x; n) es el hamiltoniano asociado a la EDO (5.1.7).

Si ahora usamos las expresiones (5.1.34) y (5.1.35) obtenemos

L*(x;n)' n(s):=[f(x;n)  (X)D] n(x) = n%da—:l' ne1 (X); (5.4.5)

donde

nn(X) 1 )
PO W wn

f(x;n)

L*(x;n) =
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ndn 1
L 06n) 00 = [g06m) + (DT 7() = npr e n 100; (B47)

donde

Lem= 2 ey 20 ) 1+ (oD

| ¢ 2 } (5.4.8)

Los operadores anteriorek™ (x;n) y L (x;n) constituyen los operadores \escale-
ra"de ascenso (raising) y descenso (lowering), respectivamente

Si usamos las expresiones explcitas dg y , (ver apartado5.1.2)

00

= o0 Y D 5 a0 ()0 )
y
_ Ny 1(0) (n+1) 1(0)
n — 0 0 ’
n 1 n
se comprueba que
f(x;n 1)=g(x;n): (5.4.9
Adenmas, para todosn;k 2 N[f Og,
Z b Z b
AL G N) k()] dx = L (xn)" n(X)]' k(X) dx;
a a
en particular 7
o (OILY (o) (k= 2%t
. n+1 ’ n - n 2n dn ’
Z, q
. ' ' . 2n+2 n .
. [L (xn+1)" 141 (X)] n(x)dx;= n+lmdn+1'

De lo anterior se sigue que.™ y L son el adjunto el uno del otro respecto al
producto escalaf® ~
b

h; i= (x)(x)dx

Nbtese que el operadoH (x; n) es autoadjunto.

5.4.2. Factorizacon de  H(x;n)

Si ahora calculamos
L (x;n+1)L"(x;n)=g(x;n+21)f(x;n)l+ (x) if (x;n) {g(x; n+ 1); D
=0

+ (Qffxn)  )D  (x)D?]

20Estamos usando que las funciones (), son una base ortonormal completa del espacio de las
funciones de cuadrado integrable y que n( a) =0.
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0, equivalentemente,

L (x;n+1)L*(x;n)=[g(x;n+D)f(x;n)+ X)FELn)+ x)+ )]
(X)H (x;n):

Ahora hien,

gn+1fgn)+ )EPGn)+ () + o)
(n+1) %+ %, (0% % 2(0) Y0) °+2 (0) ¥ n ®0O)( °+ 9
4 02

no depende dex. Dicha cantidad la denotaremos por ,. Adenas, si aplicamos el
operador
L (x;n+1)L"(x;n)= I (X)H(x;n)

a' n(x) y usamos (5.4.5), (5.4.7) y (5.4.4) obtenemos la expresbn

_ 2n 2n+2 .
n 2n 2n+2 n n+l-

Aralogamente se tiene

L*(x;n 1)L (x;n)=g(x;n)f (x;n 1)+ (x)‘f (x;n ﬁ g(x;n)gD
=0

g n)+ X)D+ (x)D]

0, equivalentemente,

L*(;n 1L (xn)=[gx;nf(xn 1) )exn)  x) W)l
(X)H(x;n):

Ahora bien, como antes,

g;mf(n 1) (x)(gAxn) (X))
n % 92, (0% ®2() %) °+2 ©) &, (n 1 %0) °+ 2,

0o 2
4'nl

no depende de. Notese que la expresbn anterior coincide con,, ;. Otra forma de
comprobarlo es aplicar el operador

L*(x;n 1)L (x;n)= M(n)l (X)H(x;n)

a' n(x) y usar, como antes (5.4.5), (5.4.7) y (5.4.4). Lo anterior nos concki a la
expreson

M(n)= 22_2n 2 = ;
(n) onon 2"tnrT nt

As, hemos probado el siguiente
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Teorema 5.4.1 Para la ecuacon hipergeonetrica (5.1.7), haciendo el aabio (5.4.1),
se obtiene la ecuacon (5.4.4), para la cual se cumple la signte factorizacon del

tipo Infeld y Hull
L n+1)LTe6n)= ol (OHN);
L*(x;n 1L (x;n)= , 4l (X)H (x; n): (5.4.10)

donde los operadorek* (x;n) y L (x;n) son los operadores de ascenso (raising) y
descenso (lowering), respectivamente de nidos por

L™ (x;n) = f(x;n)l (xX)D; L (x;n)=f(x;n LI+ (xX)D;
foom= 24 20 o)

n

Adenas,
1 — Op ' . 1 —_ Op 1 .
L+ n(X)— n n n+l n+1(X); L n(X)— n nln n l(X)-
y, por tanto,
Z
L (X;0) o(x)=0 ) "o(X)= Noexp f(x;n 1dx ; Kk ok¥®=1;
1 + + + ]
"a(X) = Q5 5 L™ (x;n 1) L7(1LT(x;0) o(x); n 1L

k=0 Kk k k+l)

5.4.3. Ejemplos

Como ejemplo consideraremos el caso correspondiente a los polinsrde Her-
mite y Laguerre.

Caso Hermite
En el primer caso como (x) =1y (x)= 2x tenemog!
. 2n:2 (2o
n(X) = Pﬁp:_e Hn(X);
H(x;n)= D?+(1 x*+ )I; .=2n;
entoncesf (x;n) = g(x;n) = X, luego
LT (x;n)' n(x)=(xlI D )" a(x)= P 2(N+1) " nea (x);

L (60 a() = (XI+ DY n(x)= © 20" 1 1(x):
De lo anterior se sigue

1 - 1 22
o) = g=e T (0= p=Pe=(xI D )'e

Finalmente
L*(x;n 1)L (x;n)=2nl H (x;n); L (x;n+1)L*(X;n)=(2n+2)l H (x;n):

2lEstamos usando polinomios monicos de Hermite.
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Caso Laguerre

Enestecaso (x)= xy (x)= x+ +1tenemos
!

1 (x )
‘N = 2. D+ = . - n
H(x;n) = xD D > ™ a1 n=N;
y22
a(X)= p ! e *2x = 2L (x)
" Tl +n+1) "
Entonces
+ X 2 2n X 2n
f(x;n)= : X;n) =
( 1 ) 2 1 g( ’ ) 2 )
X 2 2n

LT (x;n)" h(x)= Il xD ',(x)= P (n+1)(n+ +1)" 141 (X);

2
L (xn) n(x) = %H XD "a(x) = i nin+ )" n 1(X):

De lo anterior se sigue

! - 1 X=2y, = 2.
o(x) = pﬁe X5
a(X)= p ! L*(x;n 1) L*(x;1)L*(x;0)e *?x=2:

n( +n+1)
Finalmente

L*(x;n 1)L (x;n)=(n)(n+ )I H (x;n);

L (xn+1)L*(x;n)=(n+1)(n+1+ ) H (x;n):

5.5. Problemas

Problema 5.5.1 Prueba la relacon de ortogonalidad (5.1.20) y calcula unaxpre-
sbn para la norma de las derivada .

Problema 5.5.2 Calcula todas las caractersticas de los polinomios clss que
aparecen en la tabla 5.2.

Problema 5.5.3 Prueba que los polinomios ortogonales nonicd,, soluciones de
la ecuacon (5.1.7), satisfacen la siguiente relacon deestructura

Po(X)= Qn+ nQn 1+ nQn 2 (5.5.2)

donde Q,(Xx) PO (x)=(n +1). Encuentra una expresbn de los coe cientes en
funcon de los coe cientes calculados en el apartads.1.2 .

22Estamos usando polinomios nonicos de Laguerre.
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Problema 5.5.4 Probar que para los polinomios chsicos se tienen las sigutes
identidades.

A 2" 0 o 2_>€- ( 1)n o e 2 |
n=0 mHn(X)t = et t ’n=0 al Ln(X)t = W, (5.5.2)

A n .
L TDops e = 2 559

n! RL 2+R) (1+2t+R)

n=0

conR = P 1+4t(t + x).

Problema 5.5.5 Sea la ecuacon de Schmedinger estacionaria unidimensal

2
00 Uo

— ——— = E ; X2R;
2m cosH( x )
con E < 0. Hacer el cambios = tanh x y obtener la EDO

0o _25 o, 1 $9) 2:0. o_ 2mE_ 5, _2mU,
1 <2 1 s2)2 ’ 2 2° 2 2’

Resuelve la EDO anterior y calcula las soluciones estacioiaa de la ecuacon. El
potencial anterior se conoce como potencial de Posch-Teiemodeliza la interaccon
molecular.

Problema 5.5.6 Resolver la ecuacon de Schmedinger tridimensional

~ r lo
— + D(e?* 2*)= E ; x-= .
2m ( ) lo

Pasa a unidades adimensionales y haz el camlic= 2e * donde

Resuelve primero el casb = 0. El potencial anterior se conoce como potencial de
Morse y tamben modeliza la interaccon molecular.

2 _ 2mDr2

Problema 5.5.7 Para elatomo de hidiogeno calcula el valor medio de la pagin
del electon en el estado de nido por los valores, | y m Winm = hRpyjrjRal.
Prueba que sh = | =0, entonceshriggo = a = ~*=(2 ). Prueba adenas que en el
estado de nido por los valores, | y m la media de la energa potencial

hV (N)inem = Ry V()R i
es la mitad de la energa totalE; .

Calculahrip:m y hV(r)i,..m para el oscilador armonico tridimensional.

Problema 5.5.8 La ecuacon de Klein-Gordon

2
ke t EKG"'? 1 ke =0;
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se puede resolver usando el metodo de separacon de vakesbobtenendose para sus
soluciones la expreson kg (r; ; )= R()r Yim(; ), siendoY,, los armonicos
eskricos y R(r) las soluciones de

2 [(1+1)

R% E+ — 1
r r2

R =0:

Demuestra usando el metodo descrito al nal de captulo cu las soluciones se ex-
presan mediante la brmula
S

2
1+ |+1' 2:

R(X) = Nipe zr *1L2* (2ar); = 5 5 :

dondelL, son los polinomios de Laguerre y determina el factor de nortizacon
len .

Problema 5.5.9 Aplica el metodo de factorizacon de Schmedinger para rsolver las
siguientes EDOs

1. Los esktricos arnpnicos generalizados, de nidos por la expreson y( ) =
sen () dondey satisface la EDO

oo (M+ )(m+ 1)

+( + 2y=0:
er? y+( )y
2. La ecuacon de onda para una \peonza" sinetrica. La funondeonda ( ;; )=
( )eK éM | donde la funcon estal quey( )=senz ( ), ey satisface
la EDO
1 1 2
w (M )M+ 3)+ K2 2MK cos . oek2+ Lo, -
K+ - y=0
y ser? y 4 y

3. La parte radial de la ecuacon de Schmdinger paras osciladores de Plank
unidimensionales

op 8 1o nn*s 2 2)+r2 + =0; n=0;12:::;
r r2
2-Ps og i — @ 9)=2 i
donder< = _; X¢. Si hacemos el cambid r) = r y(r), y satisface la
EDO

(n+3 n+3 3
r2

y” +r2y+y =0

4. El problema de Kepler generalizado. En este caRosatisface la EDO

2 o2 (I+ )+ +1) 1
R%% =R%+ =R +y =0; 0 = —
r r r2 yry T ’ (n+ )2

Problema 5.5.10 Usando el netodo de factorizacon del apartado 5.4 obeias
soluciones para el caso de los polinomios de Legendre, Gbgerr y Jacobi.
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Anexo A: Breve introduccon al
aralisis funcional

A.l. Introduccon: Estacios netricos y espacios
normados

De nicon A.1.1 Un espacio netrico es un par (X;+) donde X es un conjunto y + :=
+(X;y) es una funcon real (univaluada) no negativa de nida para todosx;y;z 2 X tal que

1 #(x;y)=0(0) x=vy,
2. ®#(X;y) = #(y;X),
3. ®#(X;z2) w®(Xy)+ ®y;2).

Normalmente se dice queX es el espacio ¥ su netrica.

Por ejemplo, el espaciaX = R" de lasn-tuplas x = ( X1;X2;:::;Xn) con la netrica
X0 L
#Xy) = xk wi® ;P L
k=1
es un espacio netrico. Otro ejemplo de especial importanei ep el espacio de todas las
sucesiones reales (o complejag)= (X1;X2;:::;Xn;:::) tales que &:1 XkjP < +1 conla
netrica I
R S
Hx;y) = Xk wi® 5 p L
k=1

Dicho espacio lo denotaremos polP. Un caso particular de estos espacios corresponde al
casop = 2 que conduce al espacio netricol? de Hilbert.

Comoultimo ejemplo consideraremos el espaciX = Ci,,, €s decir, el espacio de las
funciones continuas de nidas sobre el segment@[b]. De nhamos en X la netrica

Zb 1=p
(f;9)= ) g 5 p L

a

El par obtenido Cy([a; ) es un espacio netrico. Como caso particular (de especiakle-
vancia) tenemos el cas@ = 2, i.e., X = Cgy Y + €s la funcon

s

Zy
(f;9)= if(x)  g(x)j2:
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El espacioL?(a;b) de las (clase de equivalencia de las) funciones de cuadradtegrable
en [a; b que vimos el el captulo 3 es una generalizacon de este pacio.

De nicon A.1.2 SeaX un espacio netrico, Xo 2 X y r > 0. De niremos la bola abierta
B (Xo;r) al conjunto
B(Xo;r)= fx 2 X; #(Xo;X) <rg;

bola o esfera cerradaS(xg;r) al conjunto

S(Xo;r) = fx 2 X; #(Xp;X) rg:

De nicon A.1.3 Se dice que el conjuntoM X es abierto enX si todos sus puntos
(elementos) se pueden encerrar en una bola abierta contemdcompletamente enM . Un
conjunto M X es cerrado enX si es su complementario enX, XnM es abierto.

Las bolas abiertasB (Xo; ") se suelen denominar'-vecindades (o entornos) dexg. Es
evidente que toda"-vecindad dexg contiene al propio Xg.

De nicon A.1.4 Un punto Xg se denomina punto interior del conjuntoM X si existe
un"> Otal queB(xg;") M.

De lo anterior se deduce que el conjunttd X es abierto si y ©lo si todos sus puntos
son interiores.

De nicbn A.1.5 Por aplicacon (operador) o funcon entenderemos una regla T que
le hace corresponder a cada elemento del subconjun®(T) X ununico elemento del
espacio netrico Y. As, T: X 7' Y,y=Txoy= T(x),dondex 2D(T) Xey2Y.
Al conjunto D(T) X se le denomina dominio de la aplicacon. Si a cadax 2 D(T) le
corresponde un valory = Tx 2 Y diremos queT x es la imagen dex segin T. Al conjunto
de todas las imagenesT x le denominaremos imagen dg vy le denotaremos porl(T).

De nicon A.1.6 Una aplicacon T : D(T) X 7! Y se llama sobreyectiva si todo
elemento/ de Y es imagen de algin elementx del dominio. Una funcon se llama inyectiva
si todo elementoy de la imagen deT es imagen a lo sumo de uno y ®lo un elementr
del dominio. Una aplicacon inyectiva y sobreyectiva se daomina biyectiva.

Es decir una aplicacon es sobreyectiva si, para tody 2 Y, la ecuacon Tx = y tiene
al menos una solucon, e inyectiva si la ecuacbn anteriortiene o bien unaunica solucon,
o bien no tiene solucon. As mismo, T es biyectiva si para todoy 2 Y, la ecuacon Tx = y
tiene una y olo una solucon.

Para las funciones inyectivas se puede de nir la aplicaco inversa.

De nicon A.1.7 SeaT : D(T) X 7! Y una aplicacon inyectiva. De niremos su
aplicacon inversa T 1 a la aplicacon T * : I(T) Y 7! D(T) X tal que a cada
elementoy 2 I(T) le hace corresponder ununicox 2 D (T) tal que Tx = y.

De nicon A.1.8 La restriccon de una aplicacon T :D(T) X ! Y aun subconjunto
B D (T) es la aplicacon Tjg que se obtiene dél cuando x se restringe al conjunto
B D (T).
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De nicon A.1.9 La extenson de una aplicacon T : D(T) X! Y a un subconjunto
C D (T) es la aplicacon P tal que Fjp(1) = T, i.e., Px = Tx para todox 2 D (T).

De niocbn A.1.10 Una aplicacon T : D(T) X! Y es continua enxg 2 D(T)
si para todo " > 0O, existe un > O tal que 8x 2 D(T) con #(x;Xo) < es tal qué®

(Tx; TXg) <". Se dice queT es continua en todoM D (T) si T es continua en todo
X2 M.

De nicbn A.1.11 La imagen inversa dey 2 Y es el conjunto de todas lax 2 D (T)
tales queTx = y. La imagen inversa de un subconjuntdN Y es el conjunto de todas las
x 2D (T) tales queTx = y para todosy 2 M.

La imagen inversa de un elementoy 2 Y puede ser el conjunto vaco, ununico punto
(elemento) deD(T) o un subconjuntoM D (T).

Proposicon A.1.12 Una aplicacon T : D(T) X ! Y es continua si y olo si la
imagen inversa de cualquier subconjunto abierto (cerrado)le Y es un subconjunto abierto
(cerrado) de X.

Demostracon:) SeaT continua y seaS Y un abierto. SeaSy la imagen inversa deS.
Si Sg = ; la proposicon es trivial asi que asumiremos queSy 6 ;. Seaxg 2 Sp cualquiera
y seayg = TXp 2 S su imagen. ComoS es abierto existe una bolaB (yg;") S. Pero
T es continua as que existe una bolaB (Xg; ) tal que T(B(Xo; )) B(yo;"). Pero como
B(yo;") S, entonces necesariamentB(Xo; ) So, luegoxg 2 Sp es interior y en virtud

de quexp 2 Sp es arbitrario, Sp es abierto.

( SeaT una aplicacon tal que imagen inversa de cualquier subconjnto abierto de Y es
un subconjunto abierto de X. Seaxg 2 Sp cualquiera eyp = TXg 2 S. SeaB(yp;") S
una bola de radio" arbitrario. Sea Sy la imagen inversa de dicha bolaB (yo;") que es un
abierto. Entonces existe una bolaB (xp; ) Sp tal que T(B(Xo; )) B(yo;") S, i.e.,
T es continua enxg. Como Xq era arbitrario, entonces T es continua enD(T). 2

De nicon A.1.13 SeaM  X. Diremos quex 2 X es un punto de contacto (o adheren-
te) de M si en cualquier bolaB (x;"), " > 0 hay al menos un elemento d&1 . As mismo,
diremos quex es un punto de acumulacon (o punto Imite) de M si en cualquier bola
B(x;"), "> 0 hay al menos un elemento dé distinto de x, o equivalentemente, en cada
bolaB(x;"), "> 0 hay in nitos elementos de M. Un punto x se denomina aislado dev
si existe una bolaB (x;"), "> 0 que no contiene ningin elementoM excepto el propiox.

Es fcil ver que si M solo contiene puntos aislados entoncdgl es cerrado (pues<nM
es abierto). De lo anterior se deduce ademas que los puntosdcontacto deM o bien son
puntos Imites, o bien son aislados.

De nicbn A.1.14 Dado un subconjuntoM 2 X, se denomina clausura deM al conjunto
M de los elementos déM y sus puntos de contacto.

2Aqu + denota la netricade Xy ladeY.
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De lo anterior se sigue quevl = M [f conjunto de sus puntos Imitesg.

Por ejemplo, siX = Q, entoncesQ = R pues todox 2 R es un punto Imite de Q
(>por qe?).

Proposicbn A.1.15 Un subconjuntoM 2 X es cerrado si y lo siM = M. As, como
M M, entoncesM es el menor conjunto cerrado que contiene M .

Demostracon: ) SeaM cerrado. ComoM M basta probar gqueM M. ComoM es
carrado, entoncesX nM es abierto as que para todox 2 X nM existe una bolaB (x;r)

completamente contenida enX nM, i.e., B(X;r) no contiene puntos deM, luegox 62M ,

es decir,x 2 XnM,asque XnM XnM,ie.M M.

( Asumamos queM = M. Probaremos queXnM es abierto. Sea 62V , entoncesx 62M .

Entoncesx 2 X nM. Como x 62M entoncesx no es un punto adherente deM as que
debe existir al menos una bolaB (x;r) que no contiene a ningin elemento deM , es decir
X 2 XnM es un punto interior del conjunto 2 X nM . Como x es arbitrario, X nM es
abierto luegoM es cerrado. 2

De nicbn A.1.16 Un subconjuntoM X es acotado si su dametrod(M ) = sup,.,om (X Y)
es es nito.

De niobn A.1.17 Dada una suceson (xp)n de elementos deX, diremos que(Xn)n €S
acotada si existe un subconjuntdM X acotado tal quex, 2 M para todon 2 N.

Lo anterior es equivalente a que exista urx 2 X y un rumero K > 0 tal que ¥#(x;x,) <K
para todo n 2 N.

De nicbn A.1.18 Una sucesbon (Xn)n de elementos deX es convergente, y lo denota-
remos porlm i1 Xp = X, si existe unx 2 X tal que para todo" > 0 existe unN 2 N tal
que para todon >N , ¥(X;Xp) <" . En caso contrario diremos que(Xn)n €s divergente.

Notese que en la propia de nicon de Imite est explc ito que el Imite ha de ser un
elemento deX. Por ejemplo, seaX el intervalo abierto (0; 1) con la netrica habiltual de R.
La suceson x, = 1=(n + 1) no tiene Imite en X ya que claramente ¥(n + 1) "o pero
0620;1).

De nicon A.1.19 Una suceson (Xp)n de elementos deX se denomina de Cauchy o
fundamental si existe para todo" > 0 existe unN 2 N tal que para todon > N y todo
P2 N, #(Xn;Xn+p) <".

En R toda sucesbn es convergente si y ©lo si es de Cauchy. Estaropiedad funda-
mental de R no es cierta para cualquier espacio netricoX. Por ejemplo, si escogemos
nuevamente X como el intervalo abierto (0;1) con la retrica habitual de R, la sucesbn
Xn =1=(n +1), que es de Cauchy (>por qe?) no tiene Imite en X.

De nicbn A.1.20 Un espacio metrico X se denomina completo si y ®lo si toda sucesbon
de Cauchy de elementos d¥ converge (a un elemento de).
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Por ejemplo, el espaciaX = R con la netrica usual de R, es completo. Tamben lo es
X = C con la netrica usual de C. Sin embargoQ, el conjunto de los rumeros racionales,
es incompleto (>por qwe?), y el conjuntoX = (0;1) de antes tambén lo es. El espacio
metrico (de Hilbert) 12 es completo no as el espacidc,([a; b).

Teorema A.1.21 Un subespacioM de un espacio metrico completoX es completo si y
®lo si es cerrado enX.

Demostracon:) SeaM completo. Probaremos queM = M. Seax 2 M cualquiera,
entonces existe (>por que?) una suceson de elementos dé que converge ax. Entonces
(Xn)n es de Cauchy (pues es convergente) peM es completo, luegax 2 M, i.e., M = M.

( SeaM cerrado (i.e., M = M) y (Xn)n una sucesbn de Cauchy enM . Entonces
Im 1 Xp = x conx 2 X (X es completo). Pero entoncex 2 X es un punto de acumula-
conde M, i.e.,x 2 M ycomoM es cerradox 2 M, i.e., toda suceson de Cauchy enMV
tiene Imite en M, i.e., M es completo. 2

De nicon A.1.22 Un subconjuntoM X es denso enX si su clausuraM = X.

De la de nicon anterior se in ere que si M es densoX entonces cualquiera sea la bola
B(x;") (por pequeno que sed > 0) siempre contiene puntos deM . En otras palabras,
cualquiera seax 2 X, siempre tiene elementos dé/ tan cerca como se quiera.

Por ejemplo Q es denso erR pues como ya hemos vist@ = R.

De nicon A.1.23 Un espacio retrico X es separable si contiene un subespacio nume-
rable®* M X denso enX.

As pues, R es separable pue€ es numerable y denso efR. Usando la separabilidad de
R se puede probar qud? tamben es separable.

De nicon A.1.24 Un espacio netrico X se denomina compacto si cualquier suceson
(Xn)n de elementos deX tiene una subsuceson convergente.

Entenderemos queM X es compacto siM es compacto como subconjunto de, i.e.,
cualquier (xn)n de elementos deM tiene una subsucesbn convergente e .

Lema A.1.25 SiM X es compacto, entoncedM es cerrado y acotado.

Demostracon: SeaM compacto y selfilx 2 M cualquiera. Comox 2 M entonces existe
una suceson kn)n en M tal que Xy T x2 X.ComoM es compacto, entonces 2 M,
luegoM = M por lo que M es cerrado.

Supongamos queM es no acotado. Entonces existe al menos una sucesor,(), de
elementos deM tal que, jado un b2 M arbitrario, se tiene que+(x,;b) > n (>por qe?).
Dicha sucesbn obviamente no puede tener ninguna subsuad@s convergente (pues caso

24Un conjunto M cualquiera se denominanumerable si se puede poner en correspondencia bi-
unvoca con N = f1;2;3;:::9. Es decir, existe una correspondencia biunvoca entre los elemeos
de M vy los rumeros naturales. Por ejemplo,Q es numerable, perdR no lo es.
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gue la tuvieraesta fuese acotada) y por tantoM no puede ser compacto. 2

El recproco es falso. Por ejemplo escojamoX = 1 y sea el conjuntoM de los vectores
& = ki, I.e., vectores que todas las coordenadas son cero excepioklesima que es 1.
Obviamente kegk = 1. Adenas todos los puntos deM son aislados (>por qle?), por tanto
M es cerrado. Ahora bien, comdV solo tiene puntos aisladosM no tiene ningun punto
de acumulacon por lo tanto ninguna suceson que escojame de elementodistintos de M
contiene una subsucesbn convergente.

De niocbn A.1.26 Un espacio vectorial X se denomina espacio normado si para todo
X 2 X existe un rumero real denominado norma, y que denotaremosqgp kxk, que cumple
con las condiciones

1. Paratodox 2 X, kxk 0y si kxk =0 entoncesx =0.
2. Paratodox2 Xy 2R, kxk=j jkxk,
3. Para todos x;y 2 X se tiene la desigualdad triangular

kx + yk k xk+ kyk: (A.1.1)

Es evidente que si en un espacio normadX de nimos la funcon *(x;y) = kx vk,
esta satisface los axiomas de la de nicon A.1.1, i.e., tod espacio normado es un espacio
netrico. La funcon + anterior se denomina netrica inducida por la norma.

De nicon A.1.27 Un espacio hormado completo (en la netrica inducida por la rorma)
se denomina espacio de Banach.

As, eLespacio 12, de todas las sucesiones :I;xl;xz; 11l Xp; i) reales (o complejas)

. . . . 1=2 .
tales que ﬁzl jxkj2 < +1 con la normakxk = ﬁzl jxkj2 77, es un espacio de Banach,

. : . Rp.. .., 172
pero el espacio de las funciones continuas ea;f con la normakf k = zfjf (x)j? es

un espacio normado pero no de Banach (>por qwe?).

Est claro que todo espacio normado es un espacio netricoan la netrica inducida
por la norma, pero no a la inversa (construir un contra ejempb como ejercicio).

Obviamente en los espacios normados podemos de nir la comgencia de sucesiones,
sucesiones de Cauchy, etc.. Basta considerarlos como espacnetricos con la netrica +
inducida por la norma: #(x;y) = kx  yk.

Consideremos ahora un caso particular de las aplicacionestioducidas en la de nicon
A.1.5.

De nicon A.1.28 Una aplicacon (operador) es lineal si

1. El dominio de T, D(T), y la imagen deT, I(T), son ambos espacios vectoriales sobre
el mismo cuerpK (R o 2).

2.8; 2K; 8xy2D(T); T(z+y)=T X+ T(y).
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De nicon A.1.29 SeanX e Y dos espacios normados y sea el operaddr: D(T) 7! Y
lineal. T es acotado si existec 0 tal que®®

KTxk  ckxk; 8x2D(T): (A.1.2)

De lo anterior se sigue que sT es acotado, entonces para toda 6 0,
KT xk o
kxk ’

El menor valor de ¢ para el cual (A.1.2) se cumple lo denotaremos pokTk y se denomina
norma del operador lineal T. De hecho se tiene que

KT xk

x2 Xnf0g kxk

8x2D(T);, x60: (A.1.3)

KTk =

(A.1.4)

Si T =0 obviamente kTk = 0. Aderas de (A.1.2), tomando n mos en c obtenemos

8y 2 X; % k Tk ( k Tyk k Tkkyk:

Es fcil probar que kTk es una norma, es decir se cumplen los axiomas de la de nicon

Teorema A.1.30 SeaT :D(T) X 7! Y una aplicacon lineal de un espacio nhormado
X a otro espacio normadoY. Entonces

1. T es continuo si y ®lo si T es acotado.

2. Si T es continuo en alginxg 2D (T), T es continuo enD(T).

Demostracon: Asumiremos queT no es el operador nulo.
1.) SeaT acotado y seaxg 2 D (T) cualquiera. ComoT es lineal y acotado, entonces

KTx Txok=KT(x Xgk k Tkkx Xgk:

Entonces, para todo" > 0, existe un = "=kTk > 0 tal que, para todox conkx Xxgk<
KTx Txgk<",ie., T es continuo enD(T).

( SeaT lineal y continuo en xgp 2 D (T) cualquiera. Entonces para todo" > 0, existe
un > O tal que, para todox conkx Xgk < , kTx Txok<".Seay 6 0 en D(T)
cualquiera. Escojamosx tal que

X = Xo+ Tyky =) X xozmy =) k x Xok< =) k Tx Txek<™
Adenmas, para dichos x tenemos, usando la linealidad deT, que
n — 2" .
KTx Txok= KkT(x Xg)k= T2kyky = 2kykkTyk =) k Tyk kyk;

luego T es acotado.

2. Nbtese que en la prueba anterior se prolp que siT era continuo en un punto
Xo 2 D(T), entonces era acotado eD(T). Pero entonces por 1, al ser acotado e®(T),
es continuo enD(T). 2

Finalmente concluiremos con una seccon sobre los espasiale Hilbert separables que
complementa los apartados 4.1y 4.2.

25Se sobrentiende quekxk es la norma enX y kT xk es enY.



132 Anexo: Breve introducci on al an alisis funcional

A.2. Espacios de Hilbert separables

De nicon A.2.1 Dado un vector x 2 H de niremos la serie de Fourier respecto al
sistema ortonormal ( n)}]:l a la serie

S:I= G on; (A.2.1)

donde los coe cientes vienen dados por las expresiones

ch=h, ni; 8n 1L (A.2.2)
Teorema A.2.2 SeaH el subespacio lineal déH generado por los vectores 1; 2:::; n,
n2N,ie., H=span( 1; 2:::; n). Entonces
mn jx g~ = JXJ) 1G]
g2H k=1

dondecy son los coe cientes de nidos en (A.2.2) y se alcanza cuand@ es la suma parcial
de la serie de Fourier (A.2.1)

. P
Demostracon: Seag, = Ezl ax . Calculamos

xX X
X ggx g = kxk® k kk2+  (ax o)’k kkZ
k=1 k=1

Obviamente la expreson anterior es mnima si y ®lo si ax = ¢ para todo k 2 N, i.e.,

On = Sn. 2
Notese que
* +
X] . . X‘I . . X] . . =2
kx spk?= X 72( IEZI ki X T I:ZI k = kxk? 2 Lﬁ’ EIZJ
k=1 = K k=1 =~ K k=1 k
X] X‘l . . . 2 . . X‘l . . . 2 X]
+ Jh)|: ||:|21 hkm, kl; — kaZ Jhi’ EIZJ — kaZ JCkJZ
k=1 m=1 k m k=1 k k=1
(A.2.3)

Como corolario de lo anterior tenemos que
X
In = kx spk? = kxk? jaj2 0, 8n2N;

luego

jog? k xk?; (A.2.4)
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P
por lo que la serie &:1 jccj? converge (>por que?) y por tanto

nI!rin jcaj=0 =) nI!rln b, «i = rI]r'rlw h g xi =0: (A.2.5)

La desigualdad (A.2.4) se conoce comalesigualdad de Bessel . Nbtese que una
condicon necesaria y su ciente para que la serie de Fourie (A.2.1) converja a x (en
norma) es que

R R
kxk? = jad?=  jhe aif*
k=1 k=1
Esta igualdad se denomina cormunmenteigualdad de Parseval vy es, en general, muy
complicada de comprobar.

De niocbn A.2.3 Se dice que un sistema de vectores linealmente independiest{ ,)n
es completo enX H si para todo vectorx 2 X H y cualquiera sea > 0 existe una
combinacon lineal

Ih = k k talque kx I k< :
k=1

En otras palabras cualquier vectorx 2 X H se puede aproximar en norma tanto como se
quiera mediante alguna combinacon nita de vectores del $stema ( ). Esta de nicon es
equivalente a decir queH es el menor subespacio vectorial cerrado que contiene al gonto

1; 2;::0 ((C n)n genera a todoH).

De nicbn A.2.4 Un sistema ortogonal (ortonormal) completo deX H se denomina
base ortogonal (ortonormal) deX H.

Por ejemplo, los sistemas € )k de nidos por (A.2.6) y (A.2.7) son bases ortogonales com-
pletas deC" y 12, respectivamente

€=(1;0,0;:::;0); & =(0;1;0;:::;0); :::; e, =(0;0,0;:::; 1); (A.2.6)
e=(1;0,0;0;:::); € =(0;10,0;:::); €, =(0;0;1;,0:::); =21 (A.2.7)

Teorema A.2.5 SeaH un espacio de Hilbert y sea el sistema ortonormal de vectores
( n)i_; deH. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ( n)n s completo enX H.

b3
2. Paratodox 2 X H, x= X, ki k.

k=1

3. Paratodox 2 X H, se cumple la igualdad de Parseval

*
kxk? = jhx; ij %
k=1

4. Sihx; ki =0 para todo k 2 N entoncesx =0.
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Demgtracon 1)$ 2) Cualquiera seax 2 H construimos la serie de Fourier (A.2.1) y sean
Sn = p=; Gk k SUS sumas parciales. Usando 1) y el teorema A.2.2 tenemos

8 > 0; 9N 2 N talque kx syk<:

Pero como para todon > N, kx syk k x syk (basta usar la identidad (A.2.3)),
entonces para todon > N , kx  spk , s decir, Imp1;  sp, = x de donde se sigue 2).
Obviamente 2) implica 1) (>por qe?).

2)! 3) Tomando el Imite n!1 en (A.2.3) yusando 2) (Imp; kx spk=0), se
sigue 3).

3)! 4) Siparatodok 2 N hx; i =0, entonces de 3) se deduce qukxk = 0, luego
x =0.

P, 4! 2) Por sencillez consideremos que el sistema (), es ortonormal. Seay, =
kF,l Ck ki ck = hx; i . Usando la desigualdad de Bessel (A.2.4) se sigue que la se-
rie # _, jcmj? es una serie convergente y por tanto la cantidad

%P
Kyn yn+pk2 = jijZ;
k=n+1

se puede hacer tan pequefna como se quiera, i.e., la sucesp, es de Cauchy, luego es
convergente. Segy su Imite. Probemos quey = x.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
jhy; ki hoyns wii =jhy yn; kil ko yno ykk kk;
deducimos que Imyi1  hyn; «i = hy; i paratodo k 2 N. Pero
X
byn; ki = I jih i = i; 8k n;
j=1
luego hx  yn; ki = 0 para todo k n de donde, tomandon ! 1  deducimos que

hx y; ki =0 paratodo k 2 N, luego por 4)x y=0. 2

Nota A.2.6 La equivalencia entre 1 y 2, as como las implicaciones2 ! 3! 4, son
tamben ciertas para espacios eucldeos cualesquiera (@ necesariamente completos).

A partir del apartado 4 del Teorema A.2.5 se sigue el siguiem corolario:

Corolario A.2.7 Sea el sistema ortonormal completq ), ¥ seanx;y 2 X H tales
quehx; ki = hy; ki paratodok 2 N, entoncesx = v.

En otras palabras, dos elementos dél con iguales coe cientes de Fourier son iguales, por
tanto cualquier vector de H queda biunvocamente determinado por sus coe cientes de
Fourier.
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De nicon A.2.8 Se dice que un sistema ortonormal ), es cerrado en un espacio
eucldeo E si para todo vectorx 2 E se cumple la igualdad de Parseval

jojc = jhx; kdj < = kxke:
k=1 k=1

De la de nicon anterior y el Teorema A.2.5 se sigue que un unsistema ortonormal
( n)n es completo en un espacio de Hilber siy lo si ( ), es cerrado erH.

Teorema A.2.9 Todo espacio de HilbertH separable tiene una base ortonormal.

Demostracon: Como H es separable, existe un conjunto numerable de vectores{), den-
so enH. Si de dicho conjunto eliminamos aquellos vectoresy que se pueden obtener como
combinacon lineal de los anteriores |, j <k obtenemos un sistema completo de vectores
linealmente independientes deH. La base ortonormal se obtiene al aplicar a dicho sistema
el proceso de ortogonalizacon de Gram-Schmidt. 2

El teorema anterior se puede generalizar a cualquier espaceucldeo separable.

Teorema A.2.10 (Riesz-Fischer) Sea( n)n un sistema ortonormal en un espacio de
Hilbert H y sean los rumerosc,, Cp, ..., Cn, ...tales que

b3
jenj?< +1:
n=1

Entonces, existe un elementax 2 H cuyos coe cientes de Fourier son precisamente los
rumeros ¢z, C, ..., Cn, ..., i.€.,

jonj? = kxk?; ch = I i

n=1

: P .
Demostracon: Sea x, = Ezl ¢t k. Como vimos en la prueba del Teorema A.2.5 la
. . nll
suceson anterior es de Cauchy y comdd es completo entoncex, '~ x 2 H. Probemos

que entoncescy = hx; i, k=1;2;:::. Para ello notemos que
b, ki = MXp; ki + X Xp ki

Pero entonces sin  k, Il Xp; ki =0y, por tanto, ¢ = X; i = IXn; ki, de donde
se sigue, tomando el Imiten ! 1y usando la contiquidad del producto escalar que para
todok=1;2;3;:::, ¢ = IX; i. Ademas, como X, nft X, usando (A.2.3), se tiene que

X n!l
kx k? jog®= kx  xpk2'TT0;
k=1

de donde se sigue el teorema. 2
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De nicon A.2.11 Una aplicacon U entre dos espacios de Hilberd y H se denomina
unitaria si U es lineal, biyectiva y preserva el producto escalar, i.&%,

h;yi = lUx;Uyi = ;yi

Los espaciosH y H son isomorfos si existe una aplicacon unitariaU : H 7! H tal que
X = Ux,dondex2Hyx 2H.

Como consecuencia de los Teoremas A.2.5, A.2.9 y A.2.10 serie el siguiente resultado:

Teorema A.2.12 (del isomor smo) Cualquier espacio de Hilbert separabléd es iso-
morfo a C" o a l?.

Demostracon: Como H es separable, erH existe una base ortonormal numerable (ver
Teorema A.2.9) que denotaremos por (n)n21, dondel es un conjunto numerable ( nito
0 in nito). Asumiremos que | es innito, (1 = N) i.e., probaremos el caso cuandd
es isomorfo al? (el caso nito es ptalmente araloqg). Seax 2 H y sea la aplicacon
U:H7!'I12denidapor x = Ux= |, kiex = 5 Xk& 2 |%, donde (e)n denota
la base ortonormal caronica del? que ya hemos visto antes. Esta claro quel es biunvoco,
pues dada cualquier sucesbn X,)n del? por el Teorema de Riesz-Fischer existe ur 2 H
cuyos coe cientes de Fourier coinciden con dichos valores, y por el Corolario A.2.7 dicho
elemento esunico. Adermas, como el producto escalahx;yi es linear respecto al elemento
de la izquierda (i.e., x), esta claro queU es lineal (probarlo como ejercicio). Finalmente,
para probar que U es unitario usamos, por un lado, que
* +
X X X
hyi = Xk ks Ymm = XV
k21 m2I k21

P
y, por el otro, que el producto escalar en? viene dado portx ;y iz = k21 XkYk, de

donde se sigue quéx;yi = X ;y i|2. 2

De nicbn A.2.13 SeaM  H un subespacid’ cerrado del espacio de HilberH. Deno-
minaremos complemento ortogonal deéM , y lo denotaremos porM ?, al conjunto

M? =fx2H; hyi=0; 8y2Mg:

Notese que al serM ? cerrado, es completo (puedd es completo, y todo subespacio
M de un espacio metrico completoH es completo si y ®lo si es cerrado erl).

Teorema A.2.14 SeaM H un subespacio cerrado del espacio de HilbeH y M? su
complemento ortogonal. Entonces, todo vectok 2 H admite unaunica representacon de
la forma x = y+ y? dondey2 M ey’ 2 M?.

26Se entiende quen; i denota el producto escalar ertH que no tiene por que ser el mismo que
enH.
2’Se entendel, como el caso de los espacios normados dvees un subespacidineal de H.
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Demostracon: ComoH es separable yM es cerrado erH, entoncesM es completo (recor-
demos nuevamente que todo subespacld de un espacio netrico completoH es completo
siy ®lo si es cerrado erH) y separable, i.e.,M es a su vez un espacio de HIi_J,bert separable

por lo que existe una base orthonormal completa (,), deM . De namosy = X, ni n.
Obviamente y 2 M. De namos y?P = x Y. Entonces, para todon hy?; ,i = 0. Ahora
bien, cualquiera seay2 M, ¥ = @, n, luegoty®;yi =0, es deciry® 2 M?. Luego

cualquiera seax 2 H, existeny 2 M yy? 2 M? tales quex = y+ y?. Probemos que esta

descomposicon esunica. Para ello supongamos que no, i,esupongamos gque existen un

y02 M, y°6 y tal que x = yo+ y&  y® 2 M? (y obviamente distinta de y?). Entonces
e ni=t y&5 ni=hg ni=hy; Wi =) Y=y

lo que es una contradiccon. 2

Si todo elemento deH se puede escribir en la formax = y + y° dondey 2 M
ey’ 2 M?, entonces se dice qué es suma directa deM y M? y se escribe como
H=M M?. Es fcil ver que la nocon de suma directa se puede extendeal caso de
un rumero nito o contable de subespaciosM 1, M», etc. Notese adenas que del teorema
anterior se sigue que1?)? = M.

Para terminar mencionaremos un teorema sobre funcionaleinkales acotados.
Teorema A.2.15 (Riesz)  Cualquier funcional lineal acotadoT : H 7! K (K esC 0 R)
se puede representar en erminos de un producto escalar, 8.,

TXx = X; zi;
donde z depende deT y esta unvocamente determinado porT y su norma satisface la

ecuacon
kzk = kTk:

La prueba de este importante teorema se puede encontrar en [Kreyszig. Introductory
Functional Analysis with Applications, mg. 188].

A.2.1. Operadores en espacios de Hilbert

De nicbn A.2.16  Sea la aplicacon (operador) linear A : E 7! E® E, EO espacios

eucldeos. Si existe el operador linealA : E°7! E tal que para todox 2 E ey 2 E°
hAx;yi%= hx A yi;

lo denominaremos adjunto deA.

Por sencillez asumiremo<®= E.

Por ejemplo sea el operadoss : |12 7! |2
S(X1;X2;X3;111) = (0;X1;X2;111);
conmunmente denominado operador desplazamiento(shift). Entonces su adjunto S es el
operadorS : 12 7! |2
S (X1;X2;X3;:11) = (X2;X3;111);
Para los espacios eucldeos la existencia del operador adjto no esh garantizada en

general, no obstante si que lo esh en el caso de los espacibs Hilbert. De hecho, como
consecuencia del Teorema de representacon de Riesz A.8.%e tiene el siguiente resultado:
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Teorema A.2.17 Sea la aplicacon (operador) linear A : H 7! H% H, H° espacios de
Hilbert. Entonces existe ununico operador A : H® 7! H adjunto a A. Adenmas, A es
lineal y KA k = KAK.

Demostracon: De nimos el funcional Tyx : H 7! K, Tyx := hAx;yiO. Obviamente, para
caday jo
JTyxj k Axkkyk k Akkxkkyk Kkxk; 8y2 HC

l.e., Ty es un funcional acotado, as que el teorema de Riesz A.2.1%8 asegura que existe
ununico vector y tal que Tyx = hx;y i, para todo x 2 H. As, el operador A : H 7! H°
induce un operadorA : HO7! Hcon Ay =1y, pueshAx;yi®= hy i = A vyi. La
linealidad de A se sigue de la linealidad deA. Probemos ahora quekA k = kAk. De la
igualdad hAx;yi%= hx;A yi y usando queA es acotado tenemos

i A i) = jhAax;yiY k Akkxkkyk:
Escogiendox = A y obtenemos

kA yk? k AKKA ykkyk =) % k Ak =) k Ak k Ak:
De lo anterior se sigue quéd es acotado. Pero entonces podemos aplicar el mismo razona-
miento intercambiando A y A 1o que nos conduce a la desigualdad contrarikAk k A k
por tanto KAk = kA k. 2

En adelante asumiremos queéd = H® Supongamos queH es un espacio de Hilbert de
dimenson nita. Entonces como ya hemos visto, H es isomorfo aC". Sea €)x una base
de H. Entonces para todox 2 H

X X
X = Xk& =) y= AXx = XAek:
k=1 k=1
Si I
X XX X
Aex =  axe =) Y= akXk &= vie =)
i=1 i=1 k=1 i=1
X
Yi = Ak Xk; i=1;2;:0n:
k=1
Es decir, si consideramos los vectores;y 2 C" con coordenadasx;, yi, i = 1;:::;n,

respectivamente, entonces el operadok se puede representar como una matrize; ){?J- -1
i.e., tenemos la aplicacon A : C" 7! C", y = Ax, donde A es una matrizn n

0 1
al;l a1;2 al;3 al;n
dz1 dz2 aza azn

A= az1 4ag2 ass az:n
an;l an;2 an;3 an;n

Obviamente la matriz de la aplicacon identidad es la matriz identidad.
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Notese que lo anterior se puede generalizar al caso de dimsbn in nita, ©lo que en
este caso la matriz sera una matriz in nita

0 1
a1 a2 a3 ain
dp;1 Az A3 az:n
azi1 ag2 asas azn
A= . . . .
an;l an;2 an;3 an;n

De nicon A.2.18 Sea el operador linealA : X 7! Y, X e Y espacios de Banach. Diremos
queA es invertible si existe un operadoB, A : Y 7! X tal que AB = |y, BA = Ix.

Est claro que para el caso de dimenson nita, existia el inverso de A si dimX =
dimY y la matriz correspondiente sea la matriz inversa deA. En dimensbn in nita la
situacbn es algo mas complicada. Por ejemplo, el operador desplazamient® cumple con
S S=1 peroSS 6 I, luego S no tiene inverso.

Teorema A.2.19 Sea el operador linealA : X 7! X, X espacio de Banach. SKAK < 1,
entoncesl A es invertible y (en norma)

b3
( A = Ak donde A° := I:
k=0

Demostracon: Sea la suceson de operadoresi,)n, de nida por Apx = Xp = (I + A+
A? + + AMX, x 2 X (cualquiera). Obviamente A, es un operador acotado (probarlo
como ejercicio). Probemos queX ), es de Cauchy (en la norma dex):

an+P Xnk=kXn+1 + +Xn+pk: kAN x + + A" Pxk k AMLlxk+ + kA" Pxk
K xk(KA™ LK+ + KA™PK) Kk xk(KAK™! +  + KAK™P)

n+1
k xk(KAK"™™! +  + KAK™ P+ ) Kk xk% "o

Como X es completo (es de Banach) entonces, para cada2 X la suceson A,x converge
auny 2 X que denotaremos pory = Tx. As, tendremos el operadorT : X 7! X bien
de nido. Como A es lineal, A, lo sea y por tanto T tambéen. Para ello basta tomar
el Imite cuando n ! 1 en laigualdad An(x + y) = Asx+ ALy, ; 2 Ky
X;y 2 X. Si tomamos ahora el Imite p! 1  en la desigualdad de antes y usamos que
Xn+p= An+px ! TX, obtenemos

kn+1

kTx Apxk k ka;

de donde se sigue qu& A, es un operador lineal acotado, luegd lo sea (>por qe?).
De la desigualdad anterior se sigue adermas que

KTx Apxk  KkAk"*? KAK'L i

= R | = =T
kxk TkAk KT Ak Tkt 09 I An= T
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Probemos ahora queT = (I A) 1. Ante todo notemos quel A es un operador lineal
y acotado y por tanto continuo?®. Calculemos el producto

— — — — n+lyy.
(I A)Tx=(l A)nI!T AnX—rl]F!Tf (I A)AnX—rl]r!Tl\ (Anx A AX) = rlm (x A"X):

Pero kAM1xk k Ak™lkxk ' 0, luegoA™ix ' 0,y portanto (I A)Tx = x para
todo x. La prueba de queT(I A)x = x para todo x es araloga y la omitiremos. 2

De nicon A.2.20 Denotaremos porL (X) el conjunto de todos los operadores lineales
enX,ie., A: X7 X.

Notese que la prueba del Teorema A.2.19 se puede adaptar parprobar que toda
sucesbn de Cauchy de operadore$,, 2 L (X) es convergente. ST, es de Cauchy entonces
8"> 0, existe unN 2 Ntalque8n 2 N;n>N y8p2 N, kTph+p Thk<".Luego la
sucesbn X, := Thx es de Cauchy

KTnepX  Taxk K Toep  Tnkkxk  "kxk=)K Tpepx  Toxk T o

Como X es completoT,x tendra un Imite y para cadax, i.e., podemos de nir el operador
T :X 7! X por Tx = y. De la misma forma que en la prueba del Teorema A.2.19 se sigue
queT es lineal. Para probar que es acotado usamos la desiguladadterior:
_y KTn+px  Taxk . KTx Thxk

an+ pX TnXk k Tn+ p Tn kak —) T —) T
donde hemos tomando el Imitep! 1 vy usado la continuidad de la norma. l.e.,T T,
es acotado y por tantoT lo es (T, es acotado). Adenas, de lo anteriolr se sigue tamben,
tomando el supremo ernx, quekT Th,k " paratodon>N ,i.e., T, "' T. Lo anterior
nos conduce al siguiente teorema:

Teorema A.2.21 El espacioL(X) es un espacio de Banach respecto a la norma de los
operadores.

Una aplicacon directa del Teorema A.2.19 es el siguiente esultado:

Teorema A.2.22 SeaX un espacio de Banach y se& (X) el conjunto de todos los ope-
radores linealesA : X 7! X. El conjunto E L (X) de los operadores invertibles erX es
abierto en L(X).

Demostracon: SeaA 2 L (X) un operador invertible. De namos la bola B (A; 1=kA k).
Cualquiera seaB 2 B(A; 1=kA k) tendremos que

1

=)k (B AA k kB AkkA k< 1;

luego el operadorl + (B A)A ' = BA ! es invertible, por tanto el operador B =
(BA 1A lo sem, i.e., todo operador B 2 B(A; 1=kA k) es invertible, por tanto para
cualquiera seaA 2 E existe una bolaB (A; 1=kA k) E centrada en A, luego E es
abierto. 2

28 Aqu usamos el hecho conocido de que toda aplicacon lineal : D(T) X 7! Y de un espacio
normado (Hilbert) X a otro espacio normado (Hilbert) Y tiene las propiedades: 1T es continua si
y ©lo si T es acotada y 2. SiT es continua en alguinxg 2 D(T), T es continua en todo su dominio
D(T).
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De nicon A.2.23 Un operador lineal A : X 7! Y, X e Y espacios de Banach es compacto
si para toda suceson acotada(x,), de X, la sucesbn (Axn), deY tiene una subsucesbn
convergente.

Notese que siA es compacto,Alles acotado pues en caso contrario existira una suce-
sbn acotada (xn)n tal que kAxnk 1 y entonces la sucesbn Ax,), no tendra una
subsucesbn convergente.

Se puede probar que cualquier operatof : H 7! H, siendoH un espacio de Banach de
dimensbn nita es compacto, no obstante la compacidad no s trivial en el caso in nito
tal y como muestra el siguiente ejemplo: El operador identidd | : H 7! H, H espacio
de Hilbert de dimenson in nita no es compacto. Para probarlo, escojamos una sucesbn
orthonormal (x,)n en H. Como kx, xmk? = 2 para todos n;m 2 N, entonces la suce-
sbn Ix, = Xp no contiene subsucesiones de Cauchy y por tanto no tiene sulxesiones
convergentes.

Teorema A.2.24 Sea A 2 L (H) un operador compacto yB 2 L (H) uno acotado, H
espacio de Hilbert. Entonces los operadore8B y BA son compactos.

Demostracon: Sea k,), una sucesbn acotada deH. Como B es acotado, entonces la
suceson (Bxn)n €s acotada y comoA es compacto, de la suceson ABx ), se puede
extraer una subsucesbn convergente, luegé\B es compacto.

Sea ahora &,)n una suceson acotada deH. Como A es compacto, existe una subsu-
cesbn (Axn, )k de (AXn)n que converge. Ahora bienB es acotado, luego es continuo (ver
Teorema A.1.30), por lo que la subsucesonBAX ,, )k converge, luegdBA es compacto.2

De nicon A.2.25 Un operador A : H 7! H, H espacio de Hilbert, se llama hermtico o
autoadjunto siA = A , i.e,,

PAX;yi = b A yi; 8x;y 2 H:

A.2.2. Teora Espectral de operadores compactos autoad-
juntos

En un espacio de dimenson nita podemos de nir el espectrode un operador como
el conjunto de los autovalores de su correspondiente matrigen alguna basé®), i.e., es el
conjunto de los rumeros complejos tales que

Ax = x; x 60: (A.2.8)
Puesto que para cualquier matrizn n existen n autovalores, en el caso nito es relativa-

mente simple de estudiar. No as el caso in nito.

Por ejemplo el operador desplazamiento ya visto ante$ : 12 7! 12, S(X1;X2;X3;:::) =
(0;x1; X2;::1), no tiene autovalores pues la igualdadSx = x implica x = 0.

As se precisa de una de nicon nas general.

29Es un hecho conocido delalgebra lineal que los autovalores de un epador no dependen de la
base escogida.
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De nicon A.2.26 SeaX un espacio de Banach YA una aplicacon lineal A : X 7! X. El
espectro deA, que denotaremos por (A) es el conjunto de rumeros complejos tales que
el operador ( | A) es no invertible, i.e., no existe( | A) 1.

De la de nicon anterior se sigue que en dimensbn nita (A) es el conjunto de todos
los autovalores deA.

Teorema A.2.27 (A) es un compacto deC (conjunto cerrado y acotado deC) contenido
en el interior del disco cerradoD = fz; jzj k Akg.

Demostracon: Seal (X) el conjunto de todos los operadores lineales d¢ en X, X espacio
de Banach. De namos el operadorF : C 7' L (X), F( ) = | A. Esta claro queF es
lineal. Como paratodo; 2 C,kF() F()k=] j, entoncesF es acotado y por
el Teorema A.1.30F es continuo (en ) en la norma de los operadores.

SeaE L (X) el espacio de las aplicaciones invertibles. Si2 (A), entonces | A
no es invertible, luego para 2 (A) no existe el inverso deF, i.e., (A) es la imagen
inversaF YdeL(X)nE, (A)=F (L(X)nE). Como E es abierto (Teorema A.2.22)
entoncesL (X) nE es cerrado, y comadF es continua entonces por la Proposicon A.1.12,
F YL(X) nE) es cerrado, luego (A) lo sea. Escojamos ahora tal que j j > kAK,
entoncesk Ak < 1 as que (I 1A) es invertible y por tanto | A lo sea. Entonces
para dichos tendremos que 62 (A), i.e., (A) 2 B(0;kAK). Es decir, (A) es cerrado
y acotado, por lo tanto es compacto (en dimenson nita cerrado y acotado es equivalente
a compacto) contenido en el interior de la bola cerrada (0; kAk). 2

Teorema A.2.28 SeaH un espacio de Hilbert yA una aplicacon lineal A : H 7! H
hermtica (autoadjunta). Entonces todos los autovaloresde A (si los tiene) son reales.
Ademas los autovectores correspondientes a autovaloresgtintos son ortogonales.

Demostracon: Sea un autovalor de A y x su correspondiente autovector, que sin perdida
de generalidad asumiremos normalizad@&xk = 1. Entonces, usando queAx = X y queA
es hermtico, tenemos

PAX;xi = h;Axi =)  kxk= kxk=) = =) 2R:
SeaAx; = 1X1Y AXp = oXo. Entonces comoA es hermtico
PAX 1; X0l = X1, AXai =) iXgxal = ofxysxal =) (1 2)Xg;Xal =0;

de donde se sigue que si; 6 , entoncesx; y Xo son ortogonales. 2

Teorema A.2.29 Sea A un operador compacto en un espacio de Hilbert ¥ ), una
suceson ortonormal de H. Entoncesim i1 A , =0.

Demostracon: Supongamos que el teorema es falso, entonces para aldir 0 ha de existir
una subsuceson ( ,)n tal que kA ¢, k>" para todon 2 N. Como A es compacto y la
suceson ( ,)n €s acotada, entonces hay al menos una subsuceson convemng® ( m, )n

talquelmp,; A n, = 60. Entonces

06k k®=h; i=1Im bA . i=
n'l n
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puesA 2 Hyportanto h ,;A i es, escencialmente, eh,, coe ciente de Fourier ¢y,
de A el cual sabemos que tiende acerosi!1l (A.2.5). 2

Como hemos visto en dimenson in nita un operador lineal A en general puede no
tener autovalores. No ocurre as con los operadores comps y autoadjuntos.

Teorema A.2.30 SeaH un espacio de Hilbert yA un operador lineal A : H 7! H au-
toadjunto (hermtico) y compacto. Entonces = kAk o = k Ak es un autovalor de
A.

Demostracon: Ver, por ejemplo, L. Debnath & P. Mikusinski - Introduction to Hilbert
spaces with applications, Academic Press, 1990. Teorema%8 @mg. 182.

Del teorema anterior se sigue que todo operador compacto y taadjunto tiene siempre
al menos un autovalor. De hecho se tiene el siguiente teorema

Teorema A.2.31 SeaH un espacio de Hilbert separable A una aplicacon lineal A : H 7!
H autoadjunta (hermtica) y compacta. Entonces A tiene un rumero nito de autovalores
n reales dlilstintos 0 si es in nito, entonces, es numerable y sio ordenamos de mayor a
n:
menor , ! 0.

Demostracon: Del teorema A.2.30 se sigue que el conjunto de autovalore® es vaco, luego
esh compuesto por un rumero nito o in nito de elementos ( que son rumeros reales por
el Teorema A.2.28). Sea ;1 tal que j 1j = kAk y seax; el correspondiente autovector
(normalizado a la unidad, i.e. kx;k = 1). SeaH; = H y de hamos H» el espacio de todos
los vectores ortogonales x4, i.e.,

Hy,=fx 2 Hjhx;x;i =0g;
es el complemento ortogonal dex;. Pero, para todox 2 Hy,
PAX; X 11 = hx;AX 11 = 1hx;x41i =0

es decir,H; es invariante respecto a la accon deA. SeaAjy, la restriccon de A al espacio
H2. Si Aju, no es el operador nulo, entonces podremos aplicar el mismoz@namiento
de antes, por lo que existia 2 y Xz tales quej ,j = kAju,k, donde adenas es obvio que
J 2l ] 1]. As podemos seguir hasta que en cierto pask Ajy, = 0 obteniendo la suceson
nita de autovalores ( k)R-, con sus correspondientes autovectores normalizads(xy)f-,
tales que

J 1= KAjuk J 2] = KAju,k J = KAj, ki

Si Aju, 6 0 para todo k 2 N, entonces existen in nitos autovalores distintos , con
sus correspondientes autovectores,, normalizados (que pueden ser nmas de uno), que son
numerables puesH es separable (>por qe?). Ahora bien, por el Teorema A.2.282nemos

0= Im KAXpkZ2= Im PAXqAXni = Im j nj2
n'l n!l n!'l

30Es importante destacar que para cada x, k = 1;2;3;::: puede haber mas de un autovector.
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11

de donde se sigue que, T 0. 2

Existe otra forma de r'Jlrobar que , "t
n!

n distintos pero que , 6 0. Entonces existe un" > 0 tal que in nitos ,, son tales
quej nJ >". Construyamos con dichos elementos una suceson que derwémos por
( k)x- Como todos los elementos de )k son distintos, el Teorema A.2.28 garantiza que
sus correspondientes autovectores son ortogonaleg, i.e., Xy, ;Xk,i = 0. Si calculamos
ahora la norma

0. En efecto, supongamos que hay in nitos

KAXkep  AXKK? = K kepXkep  kXkKZ2 = kepi?+ ] ki®> 2'% 8k;p2 N

es decir, la sucesbn Ax )k ho contiene ninguna subsuceson de Cauchy y por tanto no con
tienne ninguna suceson convergente (>por qwe?) lo que adradice que A sea un operador
compacto.

Del teorema anterior se sigue aderas que los espacios keg{ A), para cada ,
n'l
k=1;2;3;::: son de dimensbn nita, pues en caso contrario , 6 O.

Teorema A.2.32 (Teorema espectral) SeaH un espacio de Hilbert yA una aplicacon
lineal A : H 7! H autoadjunta y compacta. Existe una suceson numerable ( rita o0 in nita)
de autovectores ortonormales(x,), de H cuya correspondiente suceson de autovalores
denotaremos por( n)n tales que,

X
AX = nX; XniXn; 8x 2 H; (A.2.9)

donde se tiene que:

1. En (A.2.9) aparecen todos los autovalores deé\.

11

2. Sila suceson ( n)n es innita se puede reordenar de forma que , T o

3. Los correspondientes espacioger( ,1 A), paratodon=1;2;3;::: son de dimen-
sbn nita, siendo la dimensbn de estos el umero de veces que aparece un mismo
k en la brmula (A.2.9).

Demostracon: Utilizando la misma construccon que usamos en la prueba dl teorema
A.2.31 obtenemos una suceson de autovalores ()y_; con sus correspondientes autovec-
tores normalizados Kx)p-; (para cada i puede haber mas de un autovector, en funcon
de la multiplicidad del mismo) tales que

Ja 2 [ E
Durante el proceso hemos construido adenas la cadena de seigpacios invariantes respecto
aA
H = H]_ H2 Hn
dondeHy+1 = fX 2 Hijhx;x;i =0; j =1;2:::;Kg.
SupoBgamos qué\jy,,, = 0, entonces el proceso acaba (caso nito). Sea, en este caso
Yn = X k=1 X XkiXk. Entonces
X0
hyn; Xji = I Xji h; xihx:xi] = b xiji h x;xjikxjk=0:
" , i Al I )
=1

-1 |
ik
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Luego,yn 2 Hp41 Yy por tanto Ay, =0, i.e.,

X X
0= Ay, = Ax h; Xgi AXx =) Ax = kG X i X
k=1 k=1

como se quera probar.

El caso in n'ito es similar. Ante todo notemos que en este castenemos una sucesbn
pn tal que |, "o (ver Teorema A.2.31). De namos nuevamente el vectory, = X
r=q Ix; xixy. Usando (A.2.3) se sigue quéy,k® k xk?. Ademas, como ya vimosyy, 2

Hn+1, luego, usando queAyn = Aju,,, Yn, Y KAju,., K= ] n+1] obtenemos
KAYRK | najkxk™ 0 =) Im Ayn =0;

de donde se sigue la iguladad buscada

b3
AX = nhX; XniXn; 8x 2 H:

n=1

Comprobemos ahora que todos los autovalores d& estin presentes en la brmula
(A.2.9). Esta cuestbn es de suma importancia pues en la praba hemos usado los autova-
lores obtenidos gracias al Teorema A.2.30 por lo que proceggeguntarse si existen otros
autovalores deA no nulos distintos a los anteriores. Comprobemos que eso esposible.
Supongamos que existe un autovalor 6 0O distinto de los autovalores  que aparecen en
la suma (A.2.9), i.e., 6 |, paratodo k, y seax su correspondiente autovector norma-
lizado a la unidad. Por el Teorema A.2.28x es ortogonal a todos losxy, i.e., hx;xxi =0
para todo k. Pero entonces, aplicando la brmula (A.2.9) a dicho autoector x tenemos

b3 b3
X = AX = nhX; Xnixn = nO0x,=0;
n=1 n=1

lo que es una contradiccon. Lo anterior tiene una implica®n importante: Formalmen-
te el proceso de encontrar los autovalores dé& basado en el Teorema A.2.30 permite
encontrarlos todos .

Probemos nalmente que, en caso de quek 6 0, k = 1;2;3;:::, la dimenson de
ker( kI A) = p, donde p es el rumero de veces que aparecec en la brmula (A.2.9).

Por simplicidad denotemos porxj(l), xj(p) p autovectores linealmente independien-
tes asociados a j. Supongamos que dimker(;l A) > p, entoces existe al menos un
x 2 ker( j1 A) que es linealmente independiente de los vectoree%l), xj(p) y que asu-
miremos, sin perdida de generalidad, que ortogonal a elloépor qe?). Entonces esh claro

que dichox es ortogonal a todos los vectorex, que aparecen en la brmula (A.2.9) (ya

sea porque losx corresponden a autovalores distintos a; o bien sean I09<j(1), xj(p)
de antes), i.e.,hx; xki = 0 para todo k, luego usando (A.2.9) obtenemos
X X
06 jx=Ax-= KX X ki Xy = kOxx =0;
k k
lo cual es una contradiccon. 2

Corolario A.2.33 SeaH un espacio de Hilbert separable YA una aplicacon lineal A :
H 7! H autoadjunta y compacta. Entonces existe un sistema ortogah completo (base



ortonormal) de autovectores ortonormales(e,), de H consistente en los correspondientes
autovectores deA. Adenas,

X
AX = nhX;enien; 8x 2 H;

n

donde( n)n es la correspondiente suceson de autovalores asociados(en)n.

Demostracon: Del Teorema espectral A.2.32 se sique que existe un conjunde autovec-
tores (nito o innito) (), tal que
X

AX = nX; ni n; 8x 2 H: (A.2.10)
n

Asumamos que , 6 0 (si hay algugn ,, = 0 este se puede omitir de la suma). Como
el rucleo de A, kerA H (que coincide con el subespacio vectorial generado por los
autovectores correspondientes a = 0) es a su vez un espacio de Hilbert separable (>por
ge?) existia una sistema (numerable) ortogonal complgo que denotaremos por (n)n.
Dicho sistema de vectores son autovectores correspondiestal autovalor 0. Sea ahora un
autovector cualquiera 1, correspondiente al autovalor , 6 0. Entonces , sea ortogonal
a todos los ,, y el sistema ( m)m Sem ortogonal a ( n)n. Adenas de (A.2.10) se tiene
que para todox 2 H |

X ' X

A X K, mi m = AX hK; miA n=0;

m m

i.e., X m% mi m 2 kerA, luego podemos desarrollarlo en serie de Fourier en la base
de kerA ( n)n de forma que obtenemos
X X X X
X X, mi m= h, ni n =) X = X, mi m+ hK; ni n 8x2H;

m n m n

i.e., el sistema (m)m S( n)n €s completo (Teorema A.2.5) que podemos ortogonalizar uti-
lizando el metodo de Gram-Schmidt obteniendo el sistema donormal (numerable) (e,)n
(recordemos que para autovectores correspondientes a awvadores distintos ya teniamos
la ortogonalidad, as que lo es necesario Igtplicarlo a lp autovectores correspondientes a
un mismo autovalor), luego tendremosx = | Ix; eyie, de donde se sigue el teorema2

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que todo apdor lineal A : H 7! H
autoadjunto y compacto en H, espacio de Hilbert separable, se le puede puede hacer
corresponder una matriz ( nita o in nita) que ademnas es dia gonalizable y en cuya diagonal
aparecen los correspondientes autovalores. Adenas se tie el siguiente resultado:

Teorema A.2.34 SeanA y B dos operadores autoadjuntos y compactos en un espacio de
Hilbert separable. SiA y B conmutan, entonces tienen un sistema completo de autovecss
cornun.

Demostracon: Sea un autovalor de A y seaS el correspondiente subespacio lineal gene-
rado por los autovectores deA. Para todo x 2 S tenemosABx = BAx = Bx , i.e., Bx
es tambien es un autovector deA correspondiente a , Bx 2 S, as que el espacioS es
un subespacio vectorial deH invariante respecto aB y es a su vez un espacio de Hilbert.
Como B es autoadjunto y compacto, el Corolario anterior A.2.33 nosasegura queS tiene
una base orthonormal de autovectores d®, que adenas son autovectores dé pues estin
enS. Repitiendo en proceso para cada uno de los subespaci®sle A obtenemos para cada
uno de dichos subespacios la correspondiente base de autiezes. La unon de todas ellas
es la base conmun buscada. 2
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