
LOS q-POLINOMIOS HIPERGEOM�ETRICOSRENATO �ALVAREZ-NODARSE
1. Introdu

i�onDentro de la familia de las fun
iones espe
iales, y en parti
ular de lospolinomios ortogonales, se en
uentran los q-polinomios. Estos objetos ma-tem�ati
os tienen un gran inter�es por sus distintas apli
a
iones en diversas�areas de la f��si
a-matem�ati
a. Son importantes sus apli
a
iones y su rela-
i�on 
on la teor��a de parti
iones [3℄, las fra

iones 
ontinuas, series de Euler,fun
iones theta y el��pti
as, entre otras (ver e.g. [4, 5, 16℄). A lo anterior hayque unirle su estre
ha 
onexi�on 
on la teor��a de representa
i�on de q-�algebras(ver [18℄, [25℄), �estas �ultimas re
ientemente usadas para des
ribir el espe
trorota
ional y vibra
ional de n�u
leos at�omi
os, mol�e
ulas, et
. (ver e.g.[15℄ ylas referen
ias del mismo). Sus apli
a
iones en f��si
a se han in
rementado enla �ultima d�e
ada debido a la introdu

i�on de los q-os
iladores 
u�anti
os (vere.g. [7, 8, 11, 12℄ y las referen
ias de los mismos), el q-�analogo de la teor��a
u�anti
a del momento angular [22℄-[24℄, y las q-e
ua
iones de S
hr�odinger[20℄.Es 
onono
ido que las familias de q-polinomios se pueden obtener a par-tir de una e
ua
i�on en diferen
ias en una red no uniforme [10, 21℄ del tipox(s) = 
1qs + 
2q�s + 
3. La su�
ien
ia de este resultado se debe a Nikifo-rov y Uvarov en dos preprints (en ruso) de 1983 y 
ompletada en la edi
i�onrusa (Hauka, 1985) de la monograf��a [21℄. A~nos m�as tarde Atakishiyev, Rah-man y Suslov [10℄ prueban que este resultado tambi�en es ne
esario. Nuestroprin
ipal objetivo en este breve trabajo es dar una prueba m�as simple dela ne
esidad que la propuesta en [10℄. Finalmente, 
onsideraremos algunosejemplos representativos.2. La e
ua
i�on hipergeom�etri
a en una red no uniforme.Comenzaremos 
onsiderando una dis
retiza
i�on de la e
ua
i�on diferen-
ial hipergeom�etri
a ~�(x)y00 + ~�(x)y0 + �y = 0; (1)1
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onsistente en aproximar las derivadas y0 e y00 de la siguiente forma:y0(x) � 12 �y(x(s+ h))� y(x(s))x(s+ h)� x(s) + y(x(s)) � y(x(s� h))x(s) � x(s� h) � ;y00(x) � 1x(s + h2 )� x(s� h2 ) �y(x(s+ h))� y(x(s))x(s+ h)� x(s) � y(x(s)) � y(x(s� h))x(s)� x(s� h) � :Sustituyendo las expresiones anteriores en (1), y ha
iendo el 
ambio linealde la variable s! hs obtenemos la e
ua
i�on:~�(x(s)) ��x(s � 12 )ry(x(s))rx(s) + ~� (x(s))2 ��y(x(s))�x(s) + ry(x(s))rx(s) �+ �y(x(s)) = 0;rf(s) = f(s)� f(s� 1); �f(s) = f(s+ 1)� f(s) ; (2)donde ~�(x(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en x(s) y ~�(x(s)), degrado 1 y � es una 
onstante. Se puede 
omprobar que (2) aproxima a lae
ua
i�on original (1) en la red no uniforme x(s) hasta orden O(h2).En adelante llamaremos red, a una fun
i�on x(s) 2 C2(U), donde U es
ierto dominio del plano 
omplejo, tal que x(s), s = 0; 1; 2; ::: de�ne un 
on-junto de puntos de C en los 
uales vamos a dis
retizar la e
ua
i�on (1) yasumiremos que x(s) no es 
onstante, es de
ir que �x(s) 6= 0 para todo s.Adem�as la distan
ia entre dos puntos �x(s) � x(s+ h)� x(s) no tiene queser 
onstante. Por 
omodidad 
onsideraremos el 
aso h = 1. El 
aso de unared uniforme, es de
ir, 
uando �x(s) = 1 
orresponde a la fun
i�on x(s) = s.Vamos a 
onsiderar, en vez de la e
ua
i�on (2), la siguiente e
ua
i�on equi-valente: �(s) ��x(s� 12) ry(s)rx(s) + �(s)�y(s)�x(s) + �y(s) = 0;�(s) = ~�(x(s)) � 12 ~�(x(s))�x(s� 12); �(s) = ~�(x(s)); (3)donde por y(s) denotaremos las solu
iones de la e
ua
i�on anterior, o sea,y(s) � y(x(s)). Obviamente � es un polinomio de grado a lo sumo 1 en x(s),no as�� � que, en general, no es un polinomio en x(s).Por analog��a 
on la e
ua
i�on (1), vamos a imponer que la e
ua
i�on anterior(3) satisfaga la propiedad de hipergeometri
idad, 
onsistente en que si y esuna solu
i�on de (3), enton
es sus k-�esimas diferen
ias �nitas generalizadasyk, de�nidas por (y0(s) � y(s))yk(s) � yk(x(s)) = ��xk�1(s) ��xk�2(s) : : : ��x(s) y(s) � �(k)y(s); (4)



LOS q-POLINOMIOS HIPERGEOM�ETRICOS 3donde xm(s) = x(s + m2 ), satisfa
en una e
ua
i�on del mismo tipo [10, 21℄.Para responder a esta 
uesti�on apli
amos el operador ��x(s) a (3), obteniendo�(s) ��x1(s� 12) ry1(s)rx1(s) + �1(s)�y1(s)�x1(s) + �1y1(s) = 0;donde �1(s) = ��(s)�x(s) + �(s+ 1)�x1(s)�x(s) ; �1 = �+ ��(s)�x(s) :A 
ontinua
i�on apli
amos el operador ��x1(s) , y as�� su
esivamente, obtene-mos, por indu

i�on que las yk(s) satisfa
en la e
ua
i�on�(s) ��xk(s� 12) ryk(s)rxk(s) + �k(s)�yk(s)�xk(s) + �kyk(s) = 0;�k(s) = ��(s)�xk�1(s) + �k�1(s+ 1) �xk(s)�xk�1(s) ; �0(s) = �(s);�k = �k�1 + ��k�1(s)�xk�1(s) ; �0 = �: (5)
De la e
ua
i�on anterior se dedu
e que:�k = �+ k�1Xm=0 ��m(s)�xm(s) ;�k(s) = �(s+ k)� �(s) + �(s+ k)�x(s+ k � 12)�xk�1(s) : (6)Para probar la primera basta notar que nXk=1(�k��k�1) = �n��0 = �n��.Para la segunda res
ribimos la f�ormula de �k(s) en (5) en la forma�k(s)�xk(s� 12 ) + �(s) = �(s+ 1) + �k�1(s+ 1)�xk�1(s+ 1� 12):Denotando �k(s)�xk(s � 12 ) + �(s) por T (s; k), tenemos T (s; k) = T (s +1; k � 1), de donde T (s; k) = T (s+ k; 0), de donde se dedu
e el resultado.Para que se 
umpla la 
ondi
i�on hipergeom�etri
a la e
ua
i�on (5) ha detener la misma estru
tura que (3). M�as a�un, para que (2) |y por tanto(3)| tenga solu
iones polin�omi
as es ne
esario que ~�(x(s)) � �(s) sea unpolinomio de grado a lo sumo uno. En efe
to, si y(s) es un polinomio de gra-do 1 en x(s), enton
es �y(s) = ry(s) = C, C 
onstante, y (2) se transformaen C=2 ~� (x(s)) + �y(s) = 0, por tanto ~�(x(s)) es un polinomios de grado alo sumo 1. Si apli
amos el mismo razonamiento a la e
ua
i�on (5), tendre-mos que para que (5) tenga solu
iones polin�omi
as en xk(s) |y por tantopodamos asegurar que tiene lugar la propiedad de hipergeometri
idad| es
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esario que �k(s) sea un polinomio en xk(s) de grado a lo sumo uno.Si imponemos ahora que ~�(x(s)) sea un polinomio de grado a lo m�as 2en x(s), podemos 
omprobar que no para 
ualquier fun
i�on fun
i�on x(s)que es
ojamos la e
ua
i�on (2) |o (3)| tiene solu
iones polin�omi
as de tipohipergeom�etri
o en x(s). Un sen
illo 
�al
ulo (ver e.g. [10, e
ua
i�on (1.61)p�ag. 191℄) nos permite ver que, por ejemplo, para x(s) = s3 lo anteriores falso. Ello nos indi
a que no para 
ualquier red tendremos familias depolinomios hipergeom�etri
os.De�ni
i�on 2.1. En aquellas redes donde �k(s) es un polinomio de grado alo sumo uno en xk(s) la e
ua
i�on (3) se denomina e
ua
i�on en diferen
iasde tipo hipergeom�etri
o.Obviamente las e
ua
i�on en diferen
ias de tipo hipergeom�etri
o son talesque sus solu
iones y 
umplen la propiedad de hipergeometri
idad, es de
ir,
umplen que las k-�esimas diferen
ias �nitas generalizadas yk satisfa
en elmismo tipo de e
ua
i�on, en este 
aso (5). El pr�oximo paso es, por tanto,en
ontrar la 
lase m�as amplia de fun
iones x(s) para las 
uales se 
umpledi
ha propiedad de hipergeometri
idad.Teorema 2.1. ([10℄) El 
onjunto m�as amplio de fun
iones x(s) para las
uales la e
ua
i�on (3) tiene 
omo solu
i�on una familia de polinomios detipo hipergeom�etri
o viene dado por:x(s) = 
1qs + 
2q�s + 
3; (7)donde q 2 C , y 
1; 
2; 
3 son 
onstantes que pueden depender de q, e inde-pendientes de s.Es
ogiendo las 
onstantes 
1; 
2; 
3 
omo fun
iones de q de la forma ade-
uada, (7) se transforma, 
uando q ! 1, en la familia de fun
iones (red
uadr�ati
a) [21℄ x(s) = ~
1s2+~
2s+~
3, a la que pertene
en los polinomios deRa
ah y los duales de Hahn [21℄. Com�unmente la red x(s) se suele es
ribiren su forma sim�etri
a [21℄x(s) = 
1 �qs + q�s���+ 
3:Para demostrar el teorema vamos a dar una prueba m�as simple de lasiguiente proposi
i�on, que 
ondu
e dire
tamente al teorema.Proposi
i�on 2.1. ([10℄) Para que �k(s) sea un polinomio de grado a lo m�as1 en xk(s) es ne
esario y su�
iente que x(s) satisfaga las siguientes dose
ua
iones: x(s+ k) + x(s)2 = �k xk�s�+ �k; (8)x(s+ k)� x(s) = 
k�xk(s� 12 ); (9)para 
iertas 
onstantes �k, �k y 
k. En parti
ular para k = 1, (8) se 
on-vierte en x(s+ 1) + x(s)2 = �x�s+ 12�+ �: (10)



LOS q-POLINOMIOS HIPERGEOM�ETRICOS 5Demostra
i�on: Para probar la ne
esidad vamos a rees
ribir, siguiendo laidea original des
rita en [10℄, la e
ua
i�on (6) en su forma equivalente�k(s)�xk(s� 12 ) = �(s+ k)� �(s) + �(s+ k)�x(s+ k � 12)= ~�(s+ k)� ~�(s) + ~� (s)2 �x(s� 12) + ~�(s+ k)2 �x(s+ k � 12)= ~�002 [x(s+ k) + x(s)℄[x(s+ k)� x(s)℄ + ~�0(0)[x(s + k)� x(s)℄+ ~� 02 [x(s+ k)�x(s+ k � 12) + x(s)�x(s� 12)℄+ ~�(0)2 [�x(s+ k � 12) + �x(s� 12 )℄; (11)donde hemos usado la nota
i�on~�[x(s)℄ = ~�002 x2(s) + ~�0(0)x(s) + ~�(0); ~� [x(s)℄ = ~� 0x(s) + ~�(0); (12)para los polinomios ~� y ~� de la e
ua
i�on (2), respe
tivamente. Es evidenteque para que �k sea un polinomio de grado a lo m�as uno en xk(s) es ne
esarioque el miembro dere
ho de la expresi�on (11) tenga 
omo fa
tor a �xk(s� 12)
ualquiera sea la ele

i�on de los polinomios ~�(s) y ~�(s) no nulos.Es
ojamos ~�(s) y ~�(s) tales que ~�00 = 0 y ~� 0 = ~�(0) = 0 
on ~�0(0) 6= 0.Enton
es, ne
esariamente tendremos�k(s)�xk(s� 12 ) = ~�0(0)[x(s+ k)� x(s)℄;de donde se dedu
e que la red debe satisfa
er la e
ua
i�onx(s+ k)� x(s) = 
k(s)�xk(s� 12);siendo 
k(s) un polinomio de grado a lo m�as 1 en xk(s) pues para estaele

i�on de ~�(s) y ~�(s) tenemos �k(s) = ~�0(0)
k(s). Demostremos que 
k(s)no depende de s, o sea, es 
onstante. Para ello regresemos a la expresi�on (11)y tomemos ahora ~�0 = 0 y ~� 0 = ~�(0) = 0 
on ~�00 6= 0. Usando la expresi�onanterior dedu
imos que�k(s) = ~�002 [x(s+ k) + x(s)℄
k(s):Ahora bien, si grado 
k = 1, enton
es �k(s) o bien es de grado mayor queuno o bien no es ni siquiera un polinomios pues obviamente x(s+ k) + x(s)no es una 
onstante (si lo fuera, tomando k = 0, dedu
ir��amos que x(s)es 
onstante lo 
ual es una 
ontradi

i�on). Luego 
k es 
onstante. Puestoque 
k es 
onstante enton
es ne
esariamente x(s + k) + x(s) ha de ser unpolinomio de grado a lo m�as 1 en xk(s) y por tanto tenemosx(s+ k) + x(s)2 = �k xk�s�+ �k;
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iertas 
onstantes �k y �k. Luego las expresiones (8) y (9) se 
umplen.Falta ahora probar que estas dos expresiones son las �uni
as 
ondi
iones ne
e-sarias 
on lo 
ual la proposi
i�on quedar��a demostrada. Para ello observemosque para k = 1 tenemos la f�ormula (10). Es f�a
il 
omprobar que una so-lu
i�on parti
ular de (10) es x(s) = �1�� (� 6= 1). La solu
i�on general de lae
ua
i�on homog�enea 
orrespondiente la bus
aremos de la forma x(s) = rs.Sustituyendo di
ha solu
i�on en (10) obtenemos la e
ua
i�on 
ara
ter��sti
ar � 2� r 12 + 1 = 0;que tiene dos solu
iones r1; r2 (� 6= 1) tales que r1 r2 = 1. Por lo que,denotando por q a una de di
has solu
iones, por ejemplo r1, enton
es la otraser�a igual a r2 = q�1, y la solu
i�on general de (10) tendr�a la formax(s) = 
1qs + 
2q�s + 
3: (13)Adem�as, 
on la nota
i�on anterior es 
laro que � = (q 12 + q� 12 )=2. El 
aso� = 1 nos 
ondu
e a la solu
i�on x(s) = ~
1s2 + ~
2s + ~
3 |en realidad unasolu
i�on parti
ular es 4�s2 y la general es ~
2s+ ~
3|. Esta �ultima expresi�ones un 
aso parti
ular de (13) y se puede obtener tomando el l��mite q ! 1 yes
ogiendo ade
uadamente los valores 
1, 
2 y 
3 dependientes de q.Si ahora usamos (13) junto a la expresi�on�x(s+ a) = �q(
1qs+a+ 12 � 
2q�s�a� 12 ); �q = q 12 � q� 12 ; (14)as�� 
omo que 
k = �(x(s+k)�x(s))�xk(s� 12 ) , �k = �(x(s+k)+x(s))�xk(s) y �k = (1 � �k)
3,obtenemos
k = [k℄q = q k2 � q� k2q 12 � q� 12 ; �k = q k2 + q� k22 ; �k = �
32 (q k4 � q� k4 )2; (15)o, utilizando que 
3 = �1�� 
on � = �1, �k = �[k2 ℄2q [12 ℄�2, donde [x℄q, denotaa los q-n�umeros: [x℄q � q x2 � q�x2q 12 � q� 12 ; x 2 C : (16)Comprobemos que bajo estas 
ondi
iones �k es un polinomio de grado a lom�as uno. Usando (8) y (9), (12) se transforma en�k(s)�xk(s� 12) = ~�00
k[�kxk(s) + �k℄�xk(s� 12)+~�0(0)
k�xk(s� 12) + ~� 02 [x(s+ k)�x(s+ k � 12) + x(s)�x(s� 12)℄+ ~�(0)2 [�x(s+ k � 12 ) + �x(s� 12)℄:Ahora bien, �x(s+ k � 12 ) + �x(s� 12) = �k�xk(s� 12 ), yx(s+k)�x(s+k� 12 )+x(s)�x(s� 12) = [2�2kxk(s)�2(�2k��k)
3℄�xk(s� 12 );



LOS q-POLINOMIOS HIPERGEOM�ETRICOS 7de donde se dedu
e f�a
ilmente que �k(s) es un polinomio de grado a lo m�asuno en xk(s).Para probar la su�
ien
ia seguiremos la idea original de Nikiforov y Uva-rov publi
ada solamente en la versi�on rusa de [21℄ y los preprints originalesde Nikiforov y Uvarov |en [21℄ se da una prueba distinta|.Ante todo, n�otese que si la red es tal que se 
umple�pn[x(s)℄�x(s) = qn�1[x(s+ 12)℄ y pn[x(s+ 1)℄ + pn[x(s)℄2 = rn[x(s+ 12 )℄;(17)siendo pn[x(s)℄ un polinomio de grado n en x(s), y qn�1[x(s+ 12 )℄ y rn[x(s+ 12 )℄sendos polinomios de grado n y n�e, respe
tivamente, en x(s+ 12 ). Enton
es12 ��y(s)�x(s) + ry(s)rx(s)� = ~qn�1[x(s)℄; ��x(s� 12) ry(s)rx(s) = ~rn�2[x(s)℄: (18)Si ahora re
ordamos que ~�(x(s)) y ~� (x(s)) son polinomios en x(s) degrado a lo sumo 2 y 1 respe
tivamente, 
on
luimos que nuestra e
ua
i�onadmite solu
iones polin�omi
as puesto que enton
es los operadores��x(s) + rrx(s) y ��x(s� 12) rrx(s)transforman un polinomio de grado n en x(s) en otros polinomios en x(s)de grado n� 1 y n� 2, respe
tivamente. Notemos ahora quexn(s+ 1)� xn(s)x(s+ 1)� x(s) = x(s+ 1) + x(s)2 xn�1(s+ 1)� xn�1(s)x(s+ 1)� x(s)+xn�1(s+ 1) + xn�1(s)2 ;xn(s+ 1) + xn(s)2 = x(s+ 1) + x(s)2 xn�1(s+ 1) + xn�1(s)2 ++14[x(s+ 1)� x(s)℄2xn�1(s+ 1)� xn�1(s)x(s+ 1)� x(s) :Utilizando las dos identidades anteriores podemos 
omprobar, mediante in-du

i�on, que si la red x(s) satisfa
e la e
ua
i�on en diferen
ias (10), donde�; � son 
onstantes arbitrarias, enton
es (17) tienen lugar siempre y 
uando[x(s + 1) � x(s)℄2 sea un polinomio de grado a lo sumo 2 en x�s + 12�. Un
�al
ulo dire
to nos 
on�rma que [x(s+1)�x(s)℄2: es un polinomio de gradoa lo m�as 2 en x�s+ 12� para la red (7)[x(s+1)�x(s)℄2 = �2qx1(s)2+3
3�2q(x(s)�
3)+4
1
2+
23; �q = q 12 �q� 12 :La su�
ien
ia est�a demostrada y 
on ella nuestra proposi
i�on.



8 RENATO �ALVAREZ-NODARSEUn 
orolario inmediato de lo anterior es la siguiente expresi�on para �k�k(s) = ~� 0kxk(s) + ~�k(0) = �[2k℄q ~�002 + �2k~� 0�xk(s)+2[k℄q�k ~�002 + [k℄q~�0(0) + �k~�(0) + ~� 0(0)(�k � �2k) �1� �: (19)En parti
ular tendremos que ~� 0k = [2k℄q ~�002 + �2k~� 0. Luego, usando (6) sededu
e que�k = �+ [k℄q ( q 12 (k�1) + q� 12 (k�1)2 ! ~� 0 + [k � 1℄q ~�002 ) ; (20)donde ~�00 y ~� 0 son los 
oe�
ientes del desarrollo en poten
ias de x(s) de lospolinomios ~�(x(s)) y ~� (x(s)), respe
tivamente (ver (12)). Si ahora usamos(17), dedu
imos que, si y es un polinomio de grado n en x(s), enton
es y1 esde grado n� 1 en x1(s), y as�� su
esivamente hasta llegar a que yn = C 6= 0.Luego, de (5) se dedu
e que �n es 
ero y se tiene, por tanto, la siguienteexpresi�on para � en el 
aso de las solu
iones polin�omi
as�n = �[n℄q( q 12 (n�1) + q� 12 (n�1)2 ! ~� 0 + [n� 1℄q ~�002 ) : (21)3. Algunas propiedades de los q-polinomios hipergeom�etri
os.A partir de la e
ua
i�on de tipo hipergeom�etri
o (2) o (3) se puedenobtener mu
has propiedades interesantes de las solu
iones de la misma, enparti
ular una f�ormula de tipo Rodrigues [21℄Pn(s)q = Bn�(s)r(n) �(s+ n) kYm=1 �(s+m)! ;r(n) = rrx1(s) rrx2(s) � � � rrxn(s) ; (22)donde �(s) es una solu
i�on de la e
ua
i�on de tipo Pearson��x(s� 12 ) [�(s)�(s)℄ = �(s)�(s):A partir de la f�ormula de Rodrigues se dedu
e f�a
ilmente [10, 21℄ la siguienteexpresi�on expl��
ita para las solu
iones polin�omi
as de la e
ua
i�on (3)Pn(s)q = Bn nXm=0 [n℄q!(�1)m+n[m℄q![n�m℄q! rx(s+m� n�12 )nYl=0rx(s+ m�l+12 )�� n�m�1Yl=0 [�(s� l)℄m�1Yl=0 [�(s+ l) + �(s+ l)�x(s+ l � 12)℄: (23)



LOS q-POLINOMIOS HIPERGEOM�ETRICOS 9En el 
aso m�as general 
uando �(s) = q�2sp4(qs), siendo p4 un polinomioen qs de grado 4, 
uyas 
uatro ra��
es son diferentes, y que denotaremos porqsi , i = 1; 2; 3; 4, es de
ir,�(s) = Cq�2s 4Yi=1(qs � qsi); C = 
onst 6= 0; (24)la expresi�on anterior (23) se expresa mediante una serie hipergeom�etri
ab�asi
a 4�3 [10, 21℄Pn(s)q = Dn 4�3� q�n; q2�+n�1+P4i=1 si ; qs1�s; qs1+s+�qs1+s2+�; qs1+s3+�; qs1+s4+� ���� q ; q� ; (25)
on q� = 
1=
2, yDn = Bn� �C
1q��q�n q�n(s1+3(n�1)=4)�(qs1+s2+�; q)n(qs1+s3+�; q)n(qs1+s4+�; q)n:A partir de (25) es f�a
il 
omprobar que Pn(s)q es un polinomio de grado exa
-tamente n. Para ello basta notar que (C(s1; �) = q��2 (qs1+l+�2 + q�s1�l��2 ),(qs1�s; q)k(qs1+s+�; q)k = (�1)kqk(s1+�+ k�12 ) k�1Yl=0 �x(s)� 
3
1 � C(s1; �)� :Adem�as, el 
oe�
iente prin
ipal an de Pn(s)q = an xn(x) + � � � se expresapor an = Bn� �C
21�q�n q�3n(n+1)=4)(qs1+s2+s3+s4+n+2��1; q)n :Es importante desta
ar que para la red general (7) se tiene la propiedadde simetr��a x(s) = x(�s� �), y por tanto (3) nos 
ondu
e a~�(x(s)) = �(�s� �) + �(s)2 ; ~�(x(s)) = �(�s� �)� �(s)�x(s� 12) : (26)Esto permite rees
ribir la e
ua
i�on en diferen
ias (3) de la siguiente forma[�(s) + �(s)�x(s� 12 )℄�Pn(s)q�x(s) � �(s)rPn(s)qrx(s) + �n�x(s� 12 )Pn(s)q = 0 :(27)N�otese que �(�s � �) = �(s) + �(s)�x(s � 12). Usando la de�ni
i�on (24)e igualando los 
oe�
ientes de las poten
ias de mayor orden en qs en lae
ua
i�on (27) obtenemos una expresi�on muy �util para �n, equivalente a (21)�n = �Cq(2�+s1+s2+s3+s4)=2
21(q) [n℄q "2�+ n� 1 + 4Xi=1 si#q : (28)En general las solu
iones polin�omi
as de la e
ua
i�on (3) no tienen por que
onstituir familias ortogonales. No obstante, si se imponen 
iertas 
ondi
io-nes de frontera �estas 
onstituyen familias ortogonales respe
to a la fun
i�on
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i�on de la e
ua
i�on de tipo Pearson. Para m�as detalle v�ease [10, 13, 21℄.4. Ejemplos.Para 
on
luir este trabajo 
onsideremos algunos ejemplos.Polinomios de Askey-Wilson: Sean x(s) = 12(qs + q�s); qs = ei�, � = 0,a = qs1 , b = qs2 , 
 = qs3 y d = qs4 . Es
ojamos las 
onstantes A y Bn en (25)de la formaC = �q 12 (q 12 � q� 12 )2 Bn = 2�n(q 12 � q� 12 )�nq n(3n�5)4 :Enton
es (25) nos dapn(x(s); a; b; 
; d) = (ab; q)n(a
; q)n(ad; q)nan �4�3� q�n; qn�1ab
d; a e�i�; a ei�ab; a
; ad ���� q ; q� ; (29)y son los q-�analogos de los polinomios introdu
idos por Askey y Wilson (ver[9, 10, 14℄). Adem�as, son solu
i�on de la e
ua
i�on en diferen
ias (27) 
on�(s) = �q�2s+ 12 (q 12 � q� 12 )2(qs � a)(qs � b)(qs � 
)(qs � d);y, �n = 4q�n+1(1� qn)(1� ab
dqn�1) :Los polinomios q-
l�asi
os: A partir de la f�ormula (25) tomando el l��miteq�� ! 0, se obtienen los polinomios q-
l�asi
os [19℄ (un estudio usando elpunto de vista des
rito aqu�� se puede en
ontrar en [1℄) que 
orresponden ala red exponen
ial x(s) = 
1qs + 
3. En este 
aso se tiene [21℄�(s) = �A(qs�s1 � 1)(qs�s2 � 1);�(s) + �(s)�x(s� 12) = �A(qs��s1 � 1)(qs��s2 � 1): (30)y, la representa
i�on (25) se transforma enPn(s)q = Dn3�2� q�n; qs1+s2��s1��s2+n�1; qs��s1qs1��s1 ; qs2��s1 ���� q ; q� ; (31)y �n = � �A
21 q� 12 (s1+s2+�s1+�s2)[n℄q[s1 + s2 � �s1 � �s2 + n� 1℄q:Si es
ogemos los par�ametros qs1 = 0, qs2 = 
=a, q��s1 = aq, q��s2 = abq=
, y�A = �
=aq� 12 , obtenemos los q-polinomios grandes de Ja
obi (Bn se es
ogepara que sean m�oni
os) introdu
idos por W. Hahn en 1949pn(x; a; b; 
; q) = (aq; q)n(
q; q)n(abqn+1; q)n 3�2 q�n; abqn+1; xaq; 
q �����q; q! ;
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i�on de la e
ua
i�on en diferen
ias (27), 
on 
on�n = �(1� q�n)(1� abqn+1)(1� q)2 :El resto de las familias 
ono
idas de q-polinomios se puede obtener apartir de las f�ormulas (25) y (31), tomando l��mites apropiados. De estaforma, por ejemplo, se obtuvieron en [2℄ dos familias 
l�asi
as que no hab��ansido estudiadas 
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