LOS ¢-POLINOMIOS HIPERGEOMETRICOS

RENATO ALVAREZ-NODARSE

1. INTRODUCCION

Dentro de la familia de las funciones especiales, y en particular de los
polinomios ortogonales, se encuentran los g-polinomios. Estos objetos ma-
tematicos tienen un gran interés por sus distintas aplicaciones en diversas
areas de la fisica-matemdtica. Son importantes sus aplicaciones y su rela-
ci6én con la teoria de particiones [3], las fracciones continuas, series de Euler,
funciones theta y elipticas, entre otras (ver e.g. [4, 5, 16]). A lo anterior hay
que unirle su estrecha conexién con la teoria de representacion de g-algebras
(ver [18], [25]), éstas tltimas recientemente usadas para describir el espectro
rotacional y vibracional de nicleos atémicos, moléculas, etc. (ver e.g.[15] y
las referencias del mismo). Sus aplicaciones en fisica se han incrementado en
la iltima década debido a la introduccién de los g-osciladores cudnticos (ver
e.g. [7, 8, 11, 12] y las referencias de los mismos), el g-dnalogo de la teoria
cudntica del momento angular [22]-[24], y las g-ecuaciones de Schrodinger
[20].

Es cononocido que las familias de g-polinomios se pueden obtener a par-
tir de una ecuacién en diferencias en una red no uniforme [10, 21] del tipo
z(s) = c1¢° + c2¢™° + ¢3. La suficiencia de este resultado se debe a Nikifo-
rov y Uvarov en dos preprints (en ruso) de 1983 y completada en la edicién
rusa (Hauka, 1985) de la monografia [21]. Anos mds tarde Atakishiyev, Rah-
man y Suslov [10] prueban que este resultado también es necesario. Nuestro
principal objetivo en este breve trabajo es dar una prueba méas simple de
la necesidad que la propuesta en [10]. Finalmente, consideraremos algunos
ejemplos representativos.

2. LA ECUACIéN HIPERGEOMETRICA EN UNA RED NO UNIFORME.
Comenzaremos considerando una discretizacion de la ecuacion diferen-

cial hipergeométrica

a(z)y" + 7(z)y' + Xy =0, (1)
1
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consistente en aproximar las derivadas y' e y” de la siguiente forma:

1 Tyle(s+h) —y(x(s) | y(a(s) —yla(s —h))
2 z(s + h) — z(s) x(s) —x(s — h) ’

y'(z)

y"(x) ~ 1 ) [y(a:(s-l-h)) —y(z(s))  y(z(s)) :i(x(s—h))]_

(s+2)—a(s— 1 z(s+ h) — x(s) x(s) (s —h)

Sustituyendo las expresiones anteriores en (1), y haciendo el cambio lineal
de la variable s — hs obtenemos la ecuacién:

By A Vy(z(s)) | T(z(s) [Ay(z(s)) | Vy(z(s))
U(x(s))Aa:(s—.l) Vz(s) + 2 [ Az(s) Vz(s) ]+/\y(x(s))

2

V() =f(s)=fls=1),  Af(s)=Ffls+1) = [f(s),

=0,

(2)
donde &(z(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en z(s) y 7(z(s)), de
grado 1 y A es una constante. Se puede comprobar que (2) aproxima a la
ecuacién original (1) en la red no uniforme x(s) hasta orden O(h?).

En adelante llamaremos red, a una funcién z(s) € C%(U), donde U es
cierto dominio del plano complejo, tal que z(s), s = 0,1,2, ... define un con-
junto de puntos de C en los cuales vamos a discretizar la ecuacién (1) y
asumiremos que z(s) no es constante, es decir que Az(s) # 0 para todo s.
Adems4s la distancia entre dos puntos Az(s) = z(s + h) — z(s) no tiene que
ser constante. Por comodidad consideraremos el caso h = 1. El caso de una
red uniforme, es decir, cuando Az (s) = 1 corresponde a la funcién z(s) = s.

Vamos a considerar, en vez de la ecuacién (2), la siguiente ecuacién equi-
valente:

+ Ay(s) =0,
(3)

o(s) = (z(s)) — 57(x(s))Ax(s = §), 7(s) = T(x(s)),

donde por y(s) denotaremos las soluciones de la ecuacién anterior, o sea,
y(s) = y(z(s)). Obviamente 7 es un polinomio de grado a lo sumo 1 en z(s),
no asi o que, en general, no es un polinomio en z(s).

Por analogia con la ecuacién (1), vamos a imponer que la ecuacién anterior
(3) satisfaga la propiedad de hipergeometricidad, consistente en que si y es
una solucién de (3), entonces sus k-ésimas diferencias finitas generalizadas

Yk, definidas por (yo(s) = y(s))

) = l0(6) = o R e o W6)

=AWy(s),  (4)
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donde z,,(s) = z(s + 2), satisfacen una ecuacién del mismo tipo [10, 21].
Para responder a esta cuestién aplicamos el operador ﬁ(s) a (3), obteniendo

A Vuy(s) Ay (s) B
S)A:vl(s — ) Vi (s) —I-Tl(s)AIl(s) + py1(s) =0,
donde

A continuacién aplicamos el operador ﬁ(s), y asi sucesivamente, obtene-
mos, por induccién que las yi(s) satisfacen la ecuacion

A Vyr(s) o )Ayk( s)

7) Rls = 1) Van(s) T ) Ry () TR =0
__Bals) Tr_1(8 Ak (s) 70(8) = 7(s
T,(8) = Azr 1(5) + 71 ( +1)Axk,1(s)’ o(s) (s), (5)

= il =\
/"l’k lu‘k 1 + AI _1(8)’ )U‘O

De la ecuacién anterior se deduce que:

Mk=>\+z ATms

A:z:m (s)
_o(s+k)—o(s )-I-T(s-l-k)A (s+k—1)
Tk(s) - AIk_l(S) :

Para probar la primera basta notar que Z(,uk — Pk—1) = fn — b0 = fn — A

Para la segunda rescribimos la férmula de 7(s) en (5) en la forma
T6(8)Azk(s — L) +o(s) =o(s+ 1) + m_1(s + 1) Azg_1(s +1 —1).

Denotando 7(s)Azk(s — ) + o(s) por T(s, k), tenemos T'(s,k) = T(s +
1,k — 1), de donde T'(s, k) = T'(s + k,0), de donde se deduce el resultado.

Para que se cumpla la condicién hipergeométrica la ecuacién (5) ha de
tener la misma estructura que (3). M&s ain, para que (2) —y por tanto
(3)— tenga soluciones polinémicas es necesario que 7(z(s)) = 7(s) sea un
polinomio de grado a lo sumo uno. En efecto, si y(s) es un polinomio de gra-
do 1 en z(s), entonces Ay(s) = Vy(s) = C, C constante, y (2) se transforma
en C/27(z(s)) + Ay(s) = 0, por tanto 7(z(s)) es un polinomios de grado a
lo sumo 1. Si aplicamos el mismo razonamiento a la ecuacién (5), tendre-
mos que para que (5) tenga soluciones polinémicas en z(s) —y por tanto
podamos asegurar que tiene lugar la propiedad de hipergeometricidad— es
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necesario que 7x($) sea un polinomio en z(s) de grado a lo sumo uno.

Si imponemos ahora que (z(s)) sea un polinomio de grado a lo més 2
en z(s), podemos comprobar que no para cualquier funcién funcién z(s)
que escojamos la ecuacién (2) —o (3)— tiene soluciones polinémicas de tipo
hipergeométrico en z(s). Un sencillo cdlculo (ver e.g. [10, ecuacién (1.61)
pag. 191]) nos permite ver que, por ejemplo, para z(s) = s* lo anterior
es falso. Ello nos indica que no para cualquier red tendremos familias de
polinomios hipergeométricos.

Definicién 2.1. En aquellas redes donde 71(s) es un polinomio de grado a
lo sumo uno en x(s) la ecuacion (3) se denomina ecuacién en diferencias
de tipo hipergeométrico.

Obviamente las ecuacién en diferencias de tipo hipergeométrico son tales
que sus soluciones y cumplen la propiedad de hipergeometricidad, es decir,
cumplen que las k-ésimas diferencias finitas generalizadas vy satisfacen el
mismo tipo de ecuacién, en este caso (5). El préximo paso es, por tanto,
encontrar la clase mds amplia de funciones x(s) para las cuales se cumple
dicha propiedad de hipergeometricidad.

Teorema 2.1. ([10]) EI conjunto mds amplio de funciones z(s) para las
cuales la ecuacion (3) tiene como solucion una familia de polinomios de
tipo hipergeométrico viene dado por:

z(s) = c1¢° + caq”* + c3, (7)

donde q € C, y c1,c2,c3 son constantes que pueden depender de q, e inde-
pendientes de s.

Escogiendo las constantes ¢, c2, c3 como funciones de g de la forma ade-
cuada, (7) se transforma, cuando ¢ — 1, en la familia de funciones (red
cuadrética) [21] z(s) = é5%+ 25+ ¢3, a la que pertenecen los polinomios de
Racah y los duales de Hahn [21]. Comtinmente la red z(s) se suele escribir
en su forma simétrica [21]

z(s)=ca (¢ +q °*H) +cs.

Para demostrar el teorema vamos a dar una prueba mas simple de la
siguiente proposicién, que conduce directamente al teorema.

Proposicién 2.1. ([10]) Para que 1 (s) sea un polinomio de grado a lo mds

1 en xp(s) es necesario y suficiente que x(s) satisfaga las siguientes dos

ecuaciones: ( k) (s)

(s + k) +x(s

5 = oy, () + B, (8)

z(s + k) —z(s) = ypAzg(s — 1), 9)

para ciertas constantes oy, Br y Y. En particular para k = 1, (8) se con-
vierte en

z(s+ 1) + z(s)
2

=az(s+1)+p. (10)
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Demostraciéon: Para probar la necesidad vamos a reescribir, siguiendo la
idea original descrita en [10], la ecuacién (6) en su forma equivalente

Tk(s)Azp(s — i) =o(s+ k) —o(s) +7(s + k)Az(s+ k — 1)

=d(s+k)—ao(s)+ ?AQ:(S — Tls+k)

)+ =

Az(s +k—1)

MG

— %”[x(s + k) +z(s)][z(s + k) — ()] + 5" (0)[z(s + k) — z(s)]

~1

-I-%[:v(s-l-k)Am(s-l-k— ) 4 z(s)Az(s — 1)] (11)
—l—@[Am(s +k -1 +Az(s— 1),

donde hemos usado la notacién

. " . ~ - - -

alz(s)] = 7:172(8) +&'(0)z(s) + 5(0), 7lz(s)] = Fz(s) + 7(0), (12)
para los polinomios & y 7 de la ecuacién (2), respectivamente. Es evidente
que para que T sea un polinomio de grado a lo mas uno en x(s) es necesario
que el miembro derecho de la expresién (11) tenga como factor a Az (s— 1)
cualquiera sea la eleccién de los polinomios (s) y 7(s) no nulos.

"= 7(0) = 0 con &'(0) # 0.

Rl

Escojamos 6(s) y 7(s) tales que 6" =0y
Entonces, necesariamente tendremos

Te(s)Azp(s — 3) = 6'(0)[z(s + k) — x(s)],
de donde se deduce que la red debe satisfacer la ecuacién
z(s+ k) — z(s) = ve(s)Azk(s — 3),

siendo 7x(s) un polinomio de grado a lo mds 1 en xi(s) pues para esta
eleccion de 7 (s) y 7(s) tenemos 7% (s) = &' (0)yx(s). Demostremos que i (s)
no depende de s, 0 sea, es constante. Para ello regresemos a la expresion (11)
y tomemos ahora &' =0y 7 = 7(0) = 0 con 6" # 0. Usando la expresién
anterior deducimos que

~I

T(s) = 7[»’5(3 + k) + 2(8)]vk (9)-

Ahora bien, si gradoy, = 1, entonces 74(s) o bien es de grado mayor que
uno o bien no es ni siquiera un polinomios pues obviamente z(s + k) + z(s)
no es una constante (si lo fuera, tomando k£ = 0, deduciriamos que z(s)
es constante lo cual es una contradiccién). Luego 74 es constante. Puesto
que v es constante entonces necesariamente x(s + k) + x(s) ha de ser un
polinomio de grado a lo mds 1 en z4(s) y por tanto tenemos

z(s + k) + z(s)
2

= oy 21 (s) + Br,
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para ciertas constantes «y, y . Luego las expresiones (8) y (9) se cumplen.
Falta ahora probar que estas dos expresiones son las tinicas condiciones nece-
sarias con lo cual la proposicién quedaria demostrada. Para ello observemos
que para k = 1 tenemos la férmula (10). Es facil comprobar que una so-
lucién particular de (10) es z(s) = & (o # 1). La solucién general de la
ecuacién homogénea correspondiente la buscaremos de la forma z(s) = r°.

Sustituyendo dicha solucién en (10) obtenemos la ecuacién caracteristica
1
r—2ar2 +1=0,

que tiene dos soluciones 71, 1o (o # 1) tales que r1ry = 1. Por lo que,
denotando por ¢ a una de dichas soluciones, por ejemplo 71, entonces la otra
ser4 igual a ry = ¢!, y la solucién general de (10) tendr la forma

z(s) = 19" + c2q” " + c3. (13)

Ademads, con la notacién anterior es claro que o = (q% + q_%) /2. El caso
«@ = 1 nos conduce a la solucién z(s) = ¢ s> + ¢35 + é3 —en realidad una
solucién particular es 485 y la general es éys 4 ¢3—. Esta tiltima expresién
es un caso particular de (13) y se puede obtener tomando el limite ¢ — 1 y
escogiendo adecuadamente los valores c¢q, ¢o y c3 dependientes de gq.

Si ahora usamos (13) junto a la expresién

Au(s+a) = k(g™ — g F),  mg=q—q 3, (14)
; _ A(z(st+k)—x(s)) _ A(z(st+k)+x(s)) _ _
asl como que 7y, = T Ame-D) U = = Rg s Y Br = (1 — ag)cs,
obtenemos
qz —¢q q- q - C3, k _
7k:[k]q_ 1 19 Qp = ) /Bk:__(q4 —q 4)27 (15)
g2 —q 2 2 2

o0, utilizando que c3 = 1i con a = ay, B = ﬁ[%]g[%]”, donde [z],, denota
a los g-niumeros:

q% —q_g
[z]g = z €C. (16)
q2 —q 2

Comprobemos que bajo estas condiciones 7; es un polinomio de grado a lo
mds uno. Usando (8) y (9), (12) se transforma en

Te(8)Azg(s — 5) = " yplagwr(s) + Bl Azk(s — 3)

+5'(0)yeAzi(s = 3) + Fla(s + k) Aa(s + k = ) + o(s)Aa(s — 3)]

7(0
-I—%[Ax(s +k—1)+Az(s—1).
Ahora bien, Az(s+k — 1)+ Az(s — 1) = g Azp(s — 1), y
z(s+k)Az(s+k—31)+z(s)Ax(s—3) = [200kzk(s) —2(agr —ag)cs| Az (s— 1),
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de donde se deduce facilmente que 7;(s) es un polinomio de grado a lo mas
uno en z(s).

Para probar la suficiencia seguiremos la idea original de Nikiforov y Uva-
rov publicada solamente en la versién rusa de [21] y los preprints originales
de Nikiforov y Uvarov —en [21] se da una prueba distinta—.

Ante todo, nétese que si la red es tal que se cumple

Apnlz(s)] Palz(s + )] + palz(s)]
Ax(s) 2

= qn-1[z(s + 3)] = ralz(s + 3)],
(17)

siendo py,[z(s)] un polinomio de grado n en z(s), y gn—1[z(s+3)] y ro[z(s+3)]

sendos polinomios de grado n y n —e, respectivamente, en z(s+3). Entonces

11Ay(s)  Vy(s)| _ - oo AWy
2 [A:v(s) " V:c(s)] =l R T Ve ek

(18)

Si ahora recordamos que (z(s)) y 7(z(s)) son polinomios en z(s) de
grado a lo sumo 2 y 1 respectivamente, concluimos que nuestra ecuacion
admite soluciones polindmicas puesto que entonces los operadores

A N v A v
Ax(s)  Vaz(s) y Azx(s — 1) Vz(s)
transforman un polinomio de grado n en z(s) en otros polinomios en z(s)
de grado n — 1 y n — 2, respectivamente. Notemos ahora que

z"(s+1) —z"(s) _ z(s+ 1) +z(s) 2" (s + 1) — 2”71 (5s)
z(s+1) —z(s) 2 z(s+1) —x(s)
_I_:v"_l(s + 1; + :E"_l(s),

z"(s+ 1) +z2"(s) (s +1) +z(s) 2™ s+ 1)+ 2" (s)

)
2 2 2

1 S s+ 1) — 2" 1(s)
—l—Z[I(s—i—l) — z(3)] 261 1) —2(3)
Utilizando las dos identidades anteriores podemos comprobar, mediante in-
duccién, que si la red z(s) satisface la ecuacién en diferencias (10), donde
«, [3 son constantes arbitrarias, entonces (17) tienen lugar siempre y cuando
[z(s + 1) — 2(s)]? sea un polinomio de grado a lo sumo 2 en z(s + 1). Un
calculo directo nos confirma que [z(s+ 1) — z(s)]?: es un polinomio de grado
alomas 2 en z(s + 1) para la red (7)

+

[z(s+1) —ﬂv(s)]2 = ﬁ2x1(3)2+303ﬁ2($(s) —03)+40102+c§, g = q% _q—%_

La suficiencia estd demostrada y con ella nuestra proposicion. [ ]
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Un corolario inmediato de lo anterior es la siguiente expresién para 7

Tk(S) = 7:]::17]9(8) + 7~'k:(0) ([2k] o + qopT > $k(8)+

s (19)
[k]qﬂk + [k]40"(0) + e 7(0) + 7'(0) (g, — azk)l —
En particular tendremos que 7], = [Zk]q%” + a9 7. Luego, usando (6) se
deduce que
Lk—1) ) ~ 11
Nk:>\+[k]q{(q2 1 Felh-1,5 0, (20)

donde " y 7' son los coeficientes del desarrollo en potencias de z(s) de los
polinomios &(z(s)) y 7(z(s)), respectivamente (ver (12)). Si ahora usamos
(17), deducimos que, si y es un polinomio de grado n en z(s), entonces y; es
de grado n — 1 en z(s), y asi sucesivamente hasta llegar a que y, = C # 0.
Luego, de (5) se deduce que p, es cero y se tiene, por tanto, la siguiente
expresion para A en el caso de las soluciones polinémicas

Lin-1) —Lm-1) ~ 1
q? +q 2 ~ g
Ao = —[nlq{( 5 >T'+[n—uq7}- (21)

3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS g-POLINOMIOS HIPERGEOMETRICOS.

A partir de la ecuacién de tipo hipergeométrico (2) o (3) se pueden
obtener muchas propiedades interesantes de las soluciones de la misma, en
particular una férmula de tipo Rodrigues [21]

B k
Pu() = 205V <p(s +n) [ (s + m)) ,
m=1

(22)
V V v

Vi(s) Vzg(s)  Van(s)’
donde p(s) es una solucién de la ecuacién de tipo Pearson

A
As(s — 1) [o(s)p(s)] = 7(s)p(s).

v —

A partir de la férmula de Rodrigues se deduce facilmente [10, 21] la siguiente
expresion explicita para las soluciones polinémicas de la ecuacion (3)

, = B, Z L)mtn V(s +m — 25L) "
m]q n-= ]q’ﬁVI(S+ m-l+1)
2

=0 (23)

X H o(s =] [[lo(s + 1) + 7(s + DAz(s +1 = 1)].
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En el caso més general cuando o(s) = ¢ 2*p4(q*), siendo p4 un polinomio
en ¢° de grado 4, cuyas cuatro raices son diferentes, y que denotaremos por
q;,1=1,2,3,4, es decir,

4
o(s) = Oa > [[(@ ~a"). = const #0, (24)
i=1
la expresion anterior (23) se expresa mediante una serie hipergeométrica

basica 4¢3 [10, 21]

—n 2utn—14+37_ si s1—5 s1+stp
_ a"q i=1%,q q
Pn(s)g = Dn 4¢3 < ’qs1+s2+u,qs1+s3+7u,qs1+’s4+u ‘q, q> , (25)

con ¢t =ci/ca, y

D, = B, (=Y g rlr+sm-n/)y
Cc1qtKq

(@ 2 @)n (¢ T2 @)n (g7 T4 )

A partir de (25) es facil comprobar que P,(s), es un polinomio de grado exac-
tamente n. Para ello basta notar que (C(sq,pu) = ¢ 2 (g7 5 4 ¢ 51 75),

k—1
—5 s1+s s k-1 I\s)—C
(@ k(@ T ) = ()P T < ( )Cl - - C(Sl,u)> '
=0

Ademas, el coeficiente principal a, de P,(s); = anz"(z) + --- se expresa

por

2 7q)n

n
an = By, <—_C> g D/ (o1 Fsatsatsatnt 21,
Cikq

Es importante destacar que para la red general (7) se tiene la propiedad
de simetria z(s) = z(—s — p), y por tanto (3) nos conduce a

sa(s)) = ZEEZM A gy o8 —w) —ols),

26
2 ’ Az(s—1) (26)

Esto permite reescribir la ecuacién en diferencias (3) de la siguiente forma

AP,(s) VP, (s)q
[o(5) + 7()Aa(s ~ )L 20— 0(9) "G Aur(s — 4)P(s)y = 0.
(27)
Noétese que o(—s — u) = o(s) + 7(s)Az(s — 3). Usando la definicién (24)
e igualando los coeficientes de las potencias de mayor orden en ¢® en la
ecuacién (27) obtenemos una expresién muy 1til para A, equivalente a (21)
Clg2pts1+s2+s3+s4)/2 4
Ap = — a 5 [nlq 2u+n—1+23i . (28)
ci(q) i—1 g

En general las soluciones polinémicas de la ecuacién (3) no tienen por que
constituir familias ortogonales. No obstante, si se imponen ciertas condicio-
nes de frontera éstas constituyen familias ortogonales respecto a la funcion
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p solucién de la ecuacién de tipo Pearson. Para més detalle véase [10, 13, 21].

4. EJEMPLOS.

Para concluir este trabajo consideremos algunos ejemplos.

Polinomios de Askey-Wilson: Sean z(s) = L(¢° +¢*), ¢* = ¢, u =0,
a=q*', b= g2, c=q% yd=q*. Escojamos las constantes A y B, en (25)
de la forma

1 1 L n(31175)

A R | S L S
C=—q3(q* —q72)>  By=2""(¢> ¢ 2)"q
Entonces (25) nos da

(ab; q)n(ac; q)n(ad; q)n y
an

13 q*”,qnflabcd,ae*w,aem 7. q
ab, ac, ad ’ ’

pn(z(8),a,b,¢c,d) =
(29)

y son los g-dnalogos de los polinomios introducidos por Askey y Wilson (ver
[9, 10, 14]). Ademads, son solucién de la ecuacién en diferencias (27) con
_gsq4l, 1 1
a(s) = =" **3(q7 —q72)*(¢" — a)(@® = b)(¢° = ¢)(¢° — d),
Y,
Ap = 4¢ "1 — ¢™)(1 — abedg™ 1Y) .
Los polinomios ¢-cldsicos: A partir de la férmula (25) tomando el limite
g * — 0, se obtienen los polinomios ¢-clasicos [19] (un estudio usando el
punto de vista descrito aqui se puede encontrar en [1]) que corresponden a
la red exponencial z(s) = ¢1¢° + ¢3. En este caso se tiene [21]

o(s) = Alg" ™ = 1)(¢" > = 1),

(30)
o(s) +7(s)Az(s — §) = A(¢* ™ = 1)(¢°* — 1).
y, la representacién (25) se transforma en
qfn,qsl+52751f§2+nfl, S—351
Pn(s)q = Dn3¢2 < qslf§1,q527§1 7 q,4 | , (31)
y ~
A —L(s1452+51+52) - -
Ap = — 24 LS s2)in [s1 + s2 — §1 — S2 +n — 1],
1

Si escogemos los pardmetros ¢*' = 0, ¢°> = c¢/a, ¢~5' = aq, ¢~ = abgq/c, y
_ 1
A = —c/aq™ 2, obtenemos los g-polinomios grandes de Jacobi (B,, se escoge
para que sean monicos) introducidos por W. Hahn en 1949

q; Q> )

Pn(z;a,b,cq) =

(ag; q)n(cq; @)n 5 q " abg" "z
(abg"*1; q)p aq, cq
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que son solucién de la ecuacién en diferencias (27), con con
(1—g¢~")(1 — abg"*)
(1-¢q)? '
El resto de las familias conocidas de g¢-polinomios se puede obtener a
partir de las férmulas (25) y (31), tomando limites apropiados. De esta

forma, por ejemplo, se obtuvieron en [2] dos familias cldsicas que no habian
sido estudiadas con anterioridad

Ay = —
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