APLICACIONES DE LAS SERIES
DE FOURIER
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1. Resolucion de EDPs

1.1. La ecuacion de ondas

En este apartado vamos a usar las series de Fourier para resolver la ecua-
cién de ondas unidimensional

0? 5 0
ﬁu(x,t) =a @u(x,t),
con las condiciones de contorno
u(0,t) = u(m, t) =0, (1.1)
y las condiciones iniciales
0
u(z,0) = f(x), au(az‘,()) = g(x). (1.2)

Esta ecuacion, conocida como ecuacion de ondas, modeliza el movimiento de
una onda unidimensional (por ejemplo el sonido).

Usualmente para resolver este problema se usa el método de separacion
de variables:

u(z,t) = X(2)T(t),  X(x)#0, T(t)#0,
que al sustituir en la ecuacién original nos da

N 2y X'z) 1T1"(Q1) _
X@T'(0) = X" 0T, = 5= Gy =~

donde X € R, i.e., tenemos las ecuaciones’
X"(x) + XX (z) =0, X(0)=X(m) =0, (1.3)

LComo u(0,t) = 0 = x(0)T'(t), se deduce X (0) = 0 pues en caso contrario T'(t) = 0, lo
que sera una contradiccién.




T"(t) 4+ a*XT(t) = 0 (1.4)

Por sencillez asumiremos a = 1.

La solucién general de (1.3) depende del valor de A. Es facil comprobar
que solamente se tienen soluciones no nulas si A > 0. En este caso la solucién
general es

X(z) = acos VAz + Bsen vz,

que junto a las condiciones de contorno para X nos dan las soluciones
X,(z) =sennz, X:=\, =n’
En este caso para T obtenemos (a = 1)
T"(t) + n*T(t) = 0,
luego
T.(t) = A, cosnt + B, sennt,

y por tanto una soluciéon de nuestra ecuacion con las condiciones de contorno
(1.1) sera

un(z,t) = (A, cosnt + B, sennt)sennz.
Como la ecuacion de ondas es lineal y homogénea entonces su solucién general
serd de la forma

u(z,t) = Z Up(z,t) = Z(An cosnt + B, sennt) sen nx. (1.5)
n=1 n=1

Para encontrar los coeficientes indeterminados A, y B, supondremos que f
y ¢ son lo suficientemente buenas (por ejemplo casi-continuamente derivables
en [0,7]) y vamos a extenderlas a todo el intervalo [, 7] de forma impar,
es decir de forma que f y g sean funciones impares. Entonces podemos de-
sarrollar en serie de Fourier ambas funciones y ademaés las correspondientes
series son absoluta y uniformemente convergentes. Si ahora usamos las las
condiciones iniciales (1.2) obtenemos?

u(z,0) = f(z) = iAn sennz,
n=1

2Suponiendo que la serie (1.5) se pueda derivar término a término respecto a t.



0
Eu(w 0) ZnB sen nz,

donde

2 [T 2 [T
= —/ f(x) sennz dz, B,=— [ g(z)sennxdz. (1.6)
0

nm J,

Veamos un ejemplo. Supongamos que el perfil inicial de una cuerda viene
dado por la funcién

&
flz) = X(ﬂ —x)

y que inicialmente esté en reposo, es decir, g(z) = 0. Entonces usando (1.6)
tenemos B,, = 0 para todon € Ny

2 [T 2A
A, = —/ f(z)sennzdx = —2senan ,
T Jo an?(m — a)
asi que la soluciéon es
24
u(x,t) = o —a) ; sez;m cos nt sen nz.

Supongamos ahora que el perfil inicial de una cuerda viene dado por la
funcion
f(z) = az(r — z)
y que inicialmente estd en reposo, es decir, g(z) = 0. Entonces usando (1.6)
tenemos B, = 0 para todon € Ny

2 (" 4a(l 4 (=1)m !
:—/ f(x)sennzdr = all +E), ) ),
T Jo n3m
y por tanto la solucion es
8 o
= 3 €o8(2n — L)ntsen(2n — 1)z.
™= 2n —1)3



Como ejercicio considerar el caso cuando

Yot 0<z<a
g(x) = ¢

vo(m — ) W<w<nm

™ —aQ

1.2. La ecuacion del calor

Consideremos ahora la ecuacion del calor

2

0 5 0
au(x,t) =a @u(x,t),

con las condiciones de contorno
u(0,t) = u(m, t) =0,
y la condicién inicial
u(z,0) = f(z).
Nuevamente usaremos el método de separacién de variables:
u(z,t) = X(@)T'(t),  X(x)#0, T(t)#0,

que al sustituir en la ecuacién original nos da

X@TW) = X @1, - 0 - LT0

X(z) @ T() A

donde A € R, i.e., tenemos las ecuaciones

X"(z) + A\X(2) =0,  X(0) = X(r) =0,

(1.7)

(1.8)



La solucién general de (1.9) depende del valor de A. Es facil comprobar
que solamente se tienen soluciones no nulas si A > 0. En este caso la solucién
general es

X(z) = acos VAz + Bsen vz,

que junto a las condiciones de contorno para X nos dan las soluciones
X,(z) =sennz, X:=\, =n’
En este caso para T' obtenemos
T'(t) + a*n*T(t) = 0,

luego
2 2t

T,(t) =e "
y por tanto una solucion de nuestra ecuacion con las condiciones de contorno
(1.7) sera
_q2,2
Up(z,t) = Ape” " Tsennz.
Como la ecuacion del calor es lineal y homogénea entonces su solucién general
serd de la forma

u(zx,t) = Zun(x,t) = ZAne_“2”2t sennx. (1.11)
n=1 n=1

Para encontrar los coeficientes indeterminados A,, supondremos que f es lo
suficientemente buena (por ejemplo casi-continuamente derivable en [0, 7]) y
vamos a extenderlas a todo el intervalo [—m, 7] de forma impar, es decir de
forma que f y g sean funciones impares. Entonces desarrollamos en serie de
Fourier f y usamos las las condiciones iniciales (1.8) obtenemos

u(z,0) = f(z) = iAn sennz,
n=1

donde o fm
A, = —/ f(z)sennxdu. (1.12)
T™Jo

Veamos un ejemplo. Supongamos que la distribucién inicial de la tempe-
ratura es uniforme, i.e., f(z) = Tp. Entonces, usando (1.12) tenemos B, = 0
para todon € Ny

A, = 2 /7r f(x)sennz dr = 2Lo(1 + (_1)”“)7
0

™ ™
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asi que la solucion es

ATy~ 1
u(z,t) = TO Z 51 e~ =% gen(2n — 1)z

n=1

1.3. El problema del telégrafo

La ecuacién

2 2
%u(x, t) + %u(x, t)+u(x,t) = aQ%u(x,t),
con las condiciones de contorno
u(0,t) = u(m,t) =0, (1.13)
y las condiciones iniciales
u(z,0) = f(x), %u(:c,O) =0, (1.14)

que modeliza la trasmision telegrafica.

Para resolverlo usaremos el método de separacion de variables:
u(z,t) = X(@)T(t),  X(x)#0, T(t)#0,
que al sustituir en la ecuacién original nos da
X(@)T"(t) + X(2)T'(t) + X (2)T(t) = * X" (2)T(t), =

o X"(x) _T"(t)  T'(t)
X(z) T ' T@)

donde X € R, i.e., tenemos las ecuaciones

F1=—)

X"(x) +Xa*X(z) =0, X(0) = X(m) =0, (1.15)

T"(#t) +T'(t) + T(t) — a* T (t) = 0 (1.16)

La solucién general de (1.15) depende del valor de A. Es facil comprobar
que solamente se tienen soluciones no nulas si A > 0. En este caso la solucién
general es

X(z) = acos VAz + Bsen vz,
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que junto a las condiciones de contorno para X nos dan las soluciones
Xp(x) =sennz, N:=\,=
En este caso para T obtenemos
T'(t) +T'(t) + (1 — a*n®)T(t) = 0,
luego
T.(t) = Ape 3te™nt 4 B e atent, wy = Via’n? — 3,
o0, equivalentemente,
T,(t) = e ot (A, cosh(wpt) + By, senh(wyt))

y por tanto su solucién general sera de la forma

o0
u(z,t) = Z e 2! (A, cosh(wpt) + By, senh(wyt)) sennz, w, = vV4a?n? — 3.
n=1
(1.17)
Nuevamente para encontrar los coeficientes indeterminados A,, y B,, usamos
las condiciones iniciales que en este caso nos dan

u(z,0) ZA sennz,

a o0
au(af; 0) Z (——A + ann> sennx,

n=1
donde

A,

/f )sennxdx, B, " o x)sennxdr. (1.18)

Veamos un ejemplo. Supongamos que f(z) = az(m — z), entonces como
ya hemos visto

A2n71 =



por tanto

Banlz sa ) B2n:07 n:1727"'7
m(2n — 1)3y/4a%(2n — 1)2 — 3

luego la solucion es

cosh(wy,t) senh(w,t)
u(x,t) = 8@26 2 ( o0 — 17 + 2 — 1)3wn> sen(2n — 1)z,

con w, = V4a?*n? — 3.

o
IN

T

IN
B}

IN

az,
Como ejercicio encontrar la solucién si f(z) = {
.

a(r—z), T <z

Una coleccion mas exhaustiva de problemas se puede encontrar en los
libros:

1. Nagle R.K. y Saff E.B. Fundamentos de ecuaciones diferenciales. Pear-
son Educacién.

2. Budak B.M., Samarski A.A., Tijonov A.N, Problemas de la fisica ma-
tematica. En 2 tomos



2. La transformada de Fourier

2.1. Definicidon

Sea f una funcién cualquiera, no necesariamente periédica.
Si nos restringimos al intervalo [—,[] C R podemos suponer que la fun-
cién es periddica de periodo 2 y entonces, si f es lo suficientemente buena,

> km

f(l’) = Z C(wk7l)eiwkm7 Wi = 77 ke Z?

k=—00
donde
1/ .
c(wg, 1) = —/ f(x)e “*dx.
2l ),

Definamos la siguiente funcién, en caso que exista®

c(w) = % /_OO f(z)e “*dx.

Notese que

[
lim —c(wy, 1) = c(wg).
l—oo T

Usando lo anterior es facil ver que

lim Z c(wk,l)eiwkxgz/ c(w)e™ dw,

l—o0
k=—o00 o0

por tanto, si f es suficientemente buena tenemos que

fa) = [ et do. o) =g [ pa)e s

oo

0, equivalentemente,

fz) = % / Z ( / Z f(:c)emdx) e .

Lo anterior es, por tanto, un analogo de la serie de Fourier valido para fun-
ciones definidas sobre todo R.

3Basta que f sea absolutamente integrable en R, i.e., f € L*(R).
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Definicion 2.1 Dada una funcidn integrable [ : R — C, definiremos su
transformada de Fourier que denotaremos por f o F|f]| a la funcion

1 OO —iAT
FOy = U0 = o [ sl (2.)
Por comodidad definiremos también la transformacién
__ 1 o0 .
FIfIN) = %/ f(z)e?dx. (2.2)

ante, bajo ciertas condiciones sobre f, 2rF[f] es la inversa de F[f], i.e.,

fla) =2aF(fl(x),  F[f)7' =20 F[f].

~

Definicién 2.2 A la funcion F(X\) = |f(N)|, se le denomina espectro de la
funcion f.

Como ejercicio encuentra las transformadas de Fourier de las siguientes
funciones.

L. fZRHR,f(I‘):{S_ ' izg’,a>0.

2. g:R—=R, g(z)=e% a>0.
3. h:R—R, h(z)=e*"/?

4. Prueba que para hy(A)

—a2x? - C —)\2/(4q2
ha(A) = O™, ha(X) = Flha (V) = 5o e MU (23)

1, |z| <l

5. ul:RHR,ul(m):{ 0. |z|>1

6. w:RHR,w(:L‘):{S_ sen bt, 528’,a>0.
7. yZRHR,y(l‘)_{S cos bt, izg’,a>0.
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2.2. Algunos resultados de convergencia para la trans-
formada de Fourier

Lema 2.3 Sea f: R— C, f € L'(R), i.e., [p |f(x)|dz < +o0. Entonces

1. FEuiste la trasformada f(A) (F[fI(N)), para todo X € R.

2. Sup|f |<—/|f )|dex.
)\ER

~

3. La funcion f(X\) es continua en R.

4 1im FO) =

|A| =00
Lema 2.4 Sea f: R+— C, continua y casi continuamente derivable en R.
1. Si f'(x) es absolutamente integrable en R, entonces existe el limg . f().

2. Si ambas funciones f'(x) y f(x) son absolutamente integrables en R,
entonces im0 f(x) = 0.

Teorema 2.5 Convergencia puntual de la integral de Fourier
Sea f: R — C continua y casi-continuamente derivable en R. Entonces la
integral de Fourier converge a f:

:§@ﬂﬂﬁwk — T = fl) = Fl=F"

2.2.1. Propiedades de la Transformada de Fourier

En adelante definiremos el operador de traslacion 7,
mf(x) = f(x + h), h e C. (2.4)

Proposiciéon 2.6 1. La transformada de Fourier es lineal: para todas
f.9€ L'(R), o, 3 € C,

Flaf + Bg)(N) = aF[fI(N) + BFlg)(N) + af () + BG(N).

-~

2. T fN) = Flnfl(N) = (e
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3. feth(\) =10 f(N) = F(A—h).

4. Fla f(x/a)]() = FIf](@A) = F(aN).

Proposicién 2.7 Sea f € C*)(R) tal que f, f',..., f*®) son absolutamente
integrables. Entonces

1. FIf™(\) = GAF[f](N), n=0,1,... k.

2 FA0 =T =055 ).

Proposicién 2.8 Supongamos que f y z* f(x) son absolutamente integrables
en R. Entonces

1. FFOIN) = fBO) € CHO).

dnﬁf] ) = (—=)F 2 f(N) = (—=i)*Fla" fJ(N), ¥n = 0,1, . k.

Ademas, se tiene
/ f(@)g(x)dx —/ f x, (2.5)

de donde se deduce la propiedad

/Rf(:v) dx_/f dx :>/|f 2dm-/|f \2dz. (2.6)

Definicién 2.9 Dada dos funcwnes f vy g absolutamente integrables se de-

2. fW(\) =

fine la convolucion (f * g)(x) mediante la expresion
(fxg)(z /f x—zdz-/fx—z
Se puede probar que entonces F[f * g](A) = FlglA) = FNGA) v

que sF[f gJ(\) = (f *§) ().

Como aplicacién de la transformada de Fourier resuelve las EDPs

Pu 0% ou
e a 92’ u(r,0) = f(x), E(% 0) =g(z), =eR,

2
@zaﬂﬂ u(z,0) = f(z), ze€R.
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