Tema 12

Series numeéricas.

12.1. Definiciones y propiedades generales.

12.1.1. Definiciones y primeros ejemplos.

Definicién 12.1.1. Sea {a,} una sucesion de nimeros reales. Para cadan € N, definimos
n
Sp = Zak =ay+ -+ an. Al par ({an},{Sn}) se le llama serie de término general a,
k=1

o0
y se suele representar por g a, 6 a1 +ag+ -+ a,+ ... Los términos de la sucesion

n=1
{Sp} se llaman sumas parciales de la serie.

Si la sucesion {S,} es convergente, es decir, si 35 € R tal que S = lim S,, se
n—roo

o]
dird que la serie E an es convergente, al valor S se le llama suma de la serie, y se

n=1
o0
escribird Z a, =S.
n=1
Si la sucesion {S,} es divergente, es decir, si lim S,, = oo (£00), se dird que la serie

n—oo

o0 o0
E ay es divergente y se escribird E ap, = 00 (£00).
n=1 n=1
Si la sucesion {S,} es oscilante, es decir, no tiene limite, la serie también se dird os-

cilante.

Ejemplo 12.1.2. Counsideremos la serie geométrica (progresiéon geométrica indefinida) de
(oo}

razon a € R, esdecir,1+a+---+a"+---=2a”*1.
n=1
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Las sumas parciales de esta serie, son:

1—a"ta 1—a”

l+a+---+a" 1= = sia#1
STL: tat + 1—a 1—a ! %
1+.M. . +1=n sia=1
1—a” 1
(1) Silal <1,es hm Sp = lim ——. Luego la serie es convergente y su suma
nsoo 1l—a 1—a
1
S = .
es T—a
1—a™

(2) Sila| >1,es hm Sp = lim

n—oo 1 —a

= 00. Luego la serie es divergente.

(3) Sia=1,es lim S, = lim n = +o00. Luego la serie es divergente.

n—oo n—oo
(4) Si a = —1, se tiene que A lim S,, pues So,_1 = 1 y Sy, = 0. Luego la serie es
n— oo
oscilante.
oo

Ejemplo 12.1.3. Una serie E an se dice telescépica cuando su término general puede
n=1
escribirse como diferencia de dos términos consecutivos de otra sucesién, es decir, si existe

{b,} tal que a,, = b,, — b,+1. El comportamiento de la serie telescépica, viene determinado

por el de la sucesién {b, }.

o0
Teorema 12.1.4. En las condiciones anteriores, la serie g ay es convergente (repect.

n=1
divergente) si Y sdlo si la sucesion {b,} es convergente (respect. divergente). En caso de

COMVETGENCIA, Z anp =b1 — 1, donde l = lim b,.
o 1 n— oo

Demostracion. Las sumas parciales son S, E ar = E (b — bgg1) = b1 — bpg1.
k=1

Por tanto, {S,} es convergente (respect. dlvergente) si y sélo si {b,} es convergente
(respect. divergente). Ademds, lim S, = lim (b; — b,4+1) = by — [, siempre que estemos
n—0o0 n—oo

en el caso convergente. O

Ejemplo 12.1.5. Consideremos la serie armdnica, es decir, la serie de los inversos de los
o0

naturales: Z —. Vamos comprobar que esta serie es divergente. Para ello, sea k € N y
n
n=1
consideremos n = 2*. Entonces:
11 1 1 1 1 1

1
S :1 - — — — — — — —_
p=ltgtotgtetetotot ot
1

2
S o S P
2 \4 "4 8 88 8 2k 2k

1 k k—oo
9 5— +§—>+OO
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Es evidente que S;,4+1 = S, + n—H > S, para cada n € N, por lo que la sucesién de
sumas parciales es estrictamente creciente. Pero por lo anterior, la subsucesién {Sor }i es

divergente, por lo que la sucesion completa debe ser divergente.

También podemos ver la divergencia de la serie armonica, a través de la integral de

Riemann. En efecto,

logn:/l de:Z/k ;dx<2/k i 1 < Sp

k=1 k=1 k=1

Por tanto, como lim logn = 400, se deduce que lim S,, = 400 y la serie armoénica es
n—oo n—roo

divergente.

12.1.2. Algunas propiedades generales.

o0 oo
Teorema 12.1.6. Sean Z an Y Z by, dos series numéricas.

n=1 n=1

(oo}

(a) Si las dos series son convergentes, entonces la serie E (an + bn) es convergente y

n=1
Zan+b Zan+2b
n=1

oo
(b) Si una serie es divergente y la otra convergente, entonces la serie Z(an + by) es
n=1
divergente.
o0

Teorema 12.1.7 (Propiedad distributiva). Sea Z ay, UNG SeTie NUMETIca.

n=1

o0

(a) Si la serie es convergente, entonces YA € R la serie Z()\an) es convergente y se
o o n=1
verifica que Z()\an) = Z Q-
n=1 n=1

o0

(b) Sila serie es divergente, entonces VA # 0 la serie Z()\an) es divergente.

n=1

oo

Definicién 12.1.8. Sea Zan una serie numérica y sea g : N — N una aplicacion

n=1
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estrictamente creciente. Definimos

b1 =a1+ -+ ayq

by = ag)+1 + agy+2 + -+ ag(2)

bnt1 = Gg(ny41 + g(m)4+2 + -+ Gg(ng1)

o0 oo
Entonces la serie E by, se dice que se ha obtenido a partir de E a, asociando términos
n=1 n=1

consecutivos.

Teorema 12.1.9 (Propiedad asociativa). En una sucesion convergente o divergente se
pueden asociar términos consecutivos sin que varie el cardcter de la serie ni su suma, Si

es convergente.

Nota 12.1.10. Esta propiedad no es cierta series oscilantes. Tampoco es cierta, en ge-
neral, la propiedad disociativa, es decir, del hecho de que una serie obtenida asociando
términos consecutivos sea convergente o divergente, no significa que la serie original tam-
bién lo sea, ya que ésta puede ser oscilante. Por ejemplo, la serie de término general
an, = (—1)" es oscilante, pero asociando términos consecutivos de dos en dos, es decir,
tomando by = a1 +asg, bs = az+ay,. .. b, = asp—1+agn,, la serie resultante es convergente

a 0.

Teorema 12.1.11. Si intercalamos (o suprimimos) en una serie un nidmero finito de
términos cuya suma sea A, la nueva serie mantiene el cardcter de la original y, caso de
ser convergente de suma S, la nueva suma serd S+ A (0o S — A si se suprimen términos).

oo

Teorema 12.1.12 (Condicién necesaria de convergencia). Sea E an una serie conver-
n=1
gente. Entonces lim a, =0
n—oo

oo
Teorema 12.1.13 (Condicién general de convergencia de Cauchy). Una serie Z an, es

n=1
convergente si y solo st Ve > 0 dng € N tal que Yn,m > n, con m > n se tiene que
m
Z ag| <e€.
k=n+1
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12.2. Series de términos positivos.

12.2.1. Definicién y propiedades generales.

Definicién 12.2.1. Una serie E an se dice que es una serie de términos positivos cuando
n=1
a, >0VneN,

Teorema 12.2.2. Una serie de términos positivos es convergente o divergente a 400,

pero nunca oscilante.

Corolario 12.2.3. Una serie de términos positivos es convergente st y solo si su sucesion

de sumas parciales estd acotada (superiormente).

12.3. Ciriterios de convergencia.

oo o0

Teorema 12.3.1 (Criterio general de comparacién). Sean Z an Y Z by, dos series de
n=1 n=1

términos posilivos.

o0 o0
(a) SiIng yc>0 tales que b, < c-a, Yn>ng y Z an es convergente, entonces Z by,

n=1 n=1
es convergente.

o0 oo
(b) Si3Ing yc>0 tales que b, < c-a, Yn>ng y Z b, es divergente, entonces Z a, es
n=1 n=1

divergente.

oo oo

Corolario 12.3.2. Sean Zan Yy an dos series de términos positivos. Si o, 5 > 0
n=1 n=1

y Ing € N tales que aa, < b, < Ba, Yn > ng entonces ambas series tienen el mismo

cardcter.

o0 o0
Teorema 12.3.3 (Criterio de comparacién por paso al limite). Sean Z an Y Z by, dos

n=1 n=1

b
series de términos positivos tales que 3 lim — =1 € [0, +o0].
n—oco @,

(a) Sil e (0,400), entonces ambas series tienen el mismo cardcter.

o0 o0
(b) Sil=0y Z an es convergente, entonces Z b, es convergente.

n=1 n=1

o0 o0
(¢) Sil=4oc0y Z an es divergente, entonces Z b, es divergente.

n=1 n=1
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oo

Teorema 12.3.4 (Criterio de condensacién de Cauchy). Sea Z an una serie de términos

n=1
[eS) [eS)

positivos tal que la sucesion {a,} es decreciente. Entonces las series E an Y E 2" - agn

n=1 n=1
tienen el mismo cardcter.

Ejemplo 12.3.5. Como aplicacién del criterio anterior, vamos a estudiar el cardcter de

o0
. L ) 1
la serie armdnica generalizada E —cona€R
n
n=1
. . . 1 . .
En primer lugar, si @ < 0 entonces lim — = +o00 # 0 y la serie debe ser divergente;
n—oo N
y si @ =0, entonces lim — = lim 1 =13 0 y la serie también sera divergente.
n—oo N n—o00
Asf pues nos centraremos en el caso o > 0, por lo que la sucesién {a, = -5} es de-
o0 oo n oo o0
. n _ _ n(l—a) _ 1—a\T .
creciente. Entonces 2" cagn = e = 2 = (2 ) , que es una serie
n=1 n=1 n=1 n=1

geométrica de razén 2'~. Por consiguiente, si a > 1, es 2!7% < 1 y la serie ser4 conver-

gente. Mientras que si 0 < a < 1, es 2!~ > 1 y la serie ser4 divergente. En resumen,

convergente  sia>1

—_

— es
n=1 divergente sia<1

o0
Teorema 12.3.6 (Criterio de Pringsheim). Sea Z an una serie de términos positivos.

n=1
FEntonces

o0
(a) SiJa>1 tal que lim n®a, € [0,+00), la serie Zan converge.
n—oo

n=1

oo
(b) Sida <1 tal que 1Lm n%a, € (0,+00], la serie Zan diverge.

n=1
oo
Teorema 12.3.7 (Criterio de la raiz). Sea Z an una serie de términos positivos tal que
dx= nh_{rgo ay,. Entonces =
oo
(a) Si A< 1 la serie Z ay, es convergente.
n=1

(b) Si A >1 la serie Z ay, es divergente.

n=1

(¢) Si A=1 no se puede afirmar nada.
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oo
Teorema 12.3.8 (Criterio del cociente). Sea Zan una serie de términos positivos tal
n=1
a
que 3X = lim "t Entonces
n—o0o @y
o0
(a) Si A< 1 la serie Z ay es convergente.
n=1
o0
(b) SiA>1 la serie Z ay, es divergente.
n=1
(¢) SiA=1 no se puede afirmar nada.
o0
Teorema 12.3.9 (Criterio de Raabe). Sea Z an una serie de términos positivos tal que
n=1

dA= lim n (1 — a"“). Entonces

n—00 an

o0
(a) Si A>1 la serie Z an, es convergente.

n=1

(b) Si A <1 la serie Z ay, es divergente.

n=1

(¢) SiA=1 no se puede afirmar nada.

12.3.1. Series alternadas
(o]

Definicién 12.3.10. Se dice que la serie Z b, es una serie alternada cuando sus términos
n=1

van alternando de signo, es decir, cuando b, - b,+1 <0 Vn € N.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el primer término es positivo, en cuyo
(o]

caso, una serie alternada serd de la forma E (—1)"+t

n=1
término fuese negativo, bastaria con multiplicar la serie anterior por —1).

an con a, > 0Vn € N (si el primer

Teorema 12.3.11 (Criterio de Leibnitz). Sea {an} una sucesion decreciente y convergente
oo

a 0. Entonces la serie alternada g (=1)""a, es convergente. Ademds, si las suma de la
n=1
serie es S y Sy, es la n-ésima suma parcial, se cumple que |S — S,| < ant1.

o0
1 n+1
Ejemplo 12.3.12. La serie armoénica alternada Z L es convergente.

n=1
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12.3.2. Convergencia absoluta y condicional: reordenaciones.

En esta seccién se estudiaran series numéricas cuyos términos no son necesariamente
positivos. En realidad, trabajaremos con series en las que haya infinitos términos positivos
e infinitos términos negativos, pues en otro caso, el estudio puede reducirse a las series de
términos positivos. En efecto, si hay una cantidad finita de términos negativos, se puede
prescindir de ellos sin alterar el caracter de la serie; mientras que si hay una cantidad finita

de términos positivos, multiplicando por —1 la serie, estariamos en el caso anterior.

oo o0
Definicién 12.3.13. Sca E an una serie numérica. Se dice que E a, es absolutamente

n=1 n=1
o0 o0

convergente si la serie de términos positivos E |an| es convergente. Si E an converge,

n=1 n=1
00 0o

pero E lan| diverge, se dird que E an es condicionalmente convergente.

n=1 n=1

Proposicion 12.3.14. Toda serie absolutamente convergente es convergente.

oo [ee]
1 —1nH"
Nota 12.3.15. El reciproco no es cierto en general, pues E — es divergente pero g !
n

n
n=1 n=1

es convergente, es decir, la serie armonica alternada es condicionalmente convergente.

oo

Definicién 12.3.16. Sea E an una serie numeérica. Definimos las siguientes series aso-

o o n=1
ciadas an y Z qn, donde p, = méx{a,,0} y ¢, = min{a,,0} Vn € N, de modo que
n=1 n=1
o0
Un = Dn + Gn Y |an| = pn — qn. De esta forma, an es una serie de términos no negati-
n=1
o0
vos (luego convergente o divergente a +00) y Z qn €s una serie de términos no positivos
=1
(luego convergente o divergente a —o0). !
o0
Teorema 12.3.17. Sea Z a, una serie numérica. Entonces
n=1
o0 o0 o0
(a) Z an es absolutamente convergente si y solo si las series an Y Z qn SON conver-
n=1 n=1 n=1
(o] o0 o0 o0 o0 o0
gentes. En tal caso Zan = an + an Yy lan| = an - Gn -
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

o0 o0 o0
(b) Si E an es condicionalmente convergente, entonces las series E Pn Y g qn sSon
n=1 n=1 n=1
divergentes.
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Nota 12.3.18. El reciproco del apartado (b) del teorema anterior no es cierto en general.

o0
Definicién 12.3.19. Sea Z an una serie numérica y sea g : N — N una aplicacion biyec-

n=1
00

tiva. Entonces la serie E by, donde by, = aymyn) Vn € N, se dice que es una reordenacién

n=1
o0
de la serie E Ay, -
n=1
Lema 12.3.20. Cualquier reordenacion de una serie de términos positivos tiene el mismo
cardcter que la original y la misma suma, caso de ser convergente.

oo
Teorema 12.3.21 (Dirichlet). Sea Z a, una serie numérica absolutamente convergente

n=1
de suma S. Entonces cualquier reordenacion suya también es absolutamente convergente

de suma S.
o0

Teorema 12.3.22 (de reordenacién de Riemann). Sea E ay, una serie numérica condi-
n=1

o0

cionalmente convergente. Entonces, Vo € RU {—o00,+00} existe una reordenacion Z b,

n=1
o0 (o]
de Zan tal que Z b, = «.
n=1 n=1
o0
Corolario 12.3.23. Sea Z an una serie numérica tal que todas sus reordenaciones son
n=1

oo
convergentes, entonces E an es absolutamente convergente y todas convergen a la misma

n=1

suma.
o0

Definicién 12.3.24. Una serie numérica E an se dice incondicionalmente convergente
n=1

cuando todas sus reordenaciones son convergentes.

Teorema 12.3.25. Una serie numérica es incondicionalmente convergente si y solo si es

absolutamente convergente.



