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II

Resumen de temas a tratar

1. Numeros y funciones

a) Numeros y operaciones: Los nimeros reales y sus propiedades. Operaciones con
numeros. El valor absoluto y la distancia. Intervalos. El método de induccién. El
axioma del supremo.

b) Funciones elementales: Las funciones elementales, sus propiedades y sus graficas: po-
linomios, funciones racionales, funciones trigonométricas y sus inversas, el logaritmo,
la funcién exponencial y las funciones hiperbdlicas.

2. Introduccion al concepto de limite

a) Introduccién a las sucesiones numéricas: Limite de sucesiones numéricas. Convergen-
cia y sucesiones mondtonas. Primeras propiedades.

b) Limite de funciones: Limites de funciones: definicién y propiedades.
3. Continuidad y derivabilidad

a) Continuidad: Funciones continuas. Tipos de discontinuidades: funciones monédtonas.
Propiedades de las funciones continuas: teoremas de Bolzano y Weierstrass.

b) Derivadas: Definicién de la derivada de una funcién. Reglas de derivacién. Célculo
de derivadas. Propiedades de las funciones derivables: teoremas de Rolle y del valor
medio.

c¢) Aplicaciones de las derivadas: Aplicacion el estudio del crecimiento de funciones y
de sus extremos relativos. Aplicacion al calculo de limites: la regla de L’Hopital.
Derivadas sucesivas: el polinomio de Taylor. Aplicacién: estudio de la concavidad y
convexidad de funciones.

4. Complementos: Manejo de un programa de calculo simbélico como herramienta.

Simbolos.

e Dado un conjunto A, si el elemento a es miembro del conjunto A, diremos que a pertenece a
Ay lo denotaremos por a € A. Si a no pertenece a A lo denotaremos por a ¢ A.

e Si una condicién se cumple para cualquiera sea el elemento a de A lo denotaremos por Va € A,
donde V significa “para todo”.

e Si existe un valor a del conjunto A para el cual se cumple determinada condicién cond
escribimos Ja € A tal que se cumple cond, donde 3 significa “existe”. Si existe un solo elemento
a del conjunto que cumpla con la condicién cond (el elemento es tinico) se escribe Jla.

Otros simbolos son:

e “Supongamos” se denota por .

e “Implica” se denota por = 0 —.

e “si y s6lo si” (implicaciéon en ambos sentidos) <= o +—.

e La unién de dos conjuntos A y B que es el conjunto C' de elementos que o pertenecen a A o
pertenecen a B lo denotaremos por C' = AU B.

e La interseccion de dos conjuntos A y B que es el conjunto C' de elementos que pertenecen a
A y pertenecen a B al mismo tiempo lo denotaremos por C' = AN B.



1. El cuerpo ordenado de los niimeros reales.

Los ntimeros naturales, enteros y racionales. Principio de induccién completa. Introduccion
axiomatica del cuerpo ordenado de los ntimeros reales: axioma del supremo. Propiedad arqui-
mediana. Intervalos de R. Teorema de Cantor de los intervalos encajados. Médulo de un ntimero
real. Entornos. Conjuntos abiertos y cerrados: propiedades. Conjuntos compactos. Teoremas de
Heine-Borel y de Bolzano-Weierstrass.

Concepto de funcién. Composicién de funciones. Algunos tipos particulares de funciones: Po-
linomios y funciones racionales, funciones exponenciales y logaritmos, funciones trigonométricas
y funciones hiperbdlicas. Funcién inversa.

Los conjuntos de niimeros que vamos a utilizar en este curso son los siguientes:

1. Los numeros naturales que denotaremos por N que es el conjunto de los niimeros
N=1{1,2,3,4,...}.

2. Los numeros enteros que denotaremos por Z que es el conjunto de los niimeros
7 ={0,4+1,+£2, 43, +4,...}.

3. Los numeros racionales que denotaremos por Q que es el conjunto de los niimeros
(@:{B donde p € Z, qEN}.

q7
Los nuimeros irracionales, que denotaremos por I, es el conjunto de los ntimeros que no se

pueden expresar de la forma ]—7, donde p € Z, q € N.
q

1.1. El conjunto de los nimeros reales R.

Definiciéon 1.1 Definiremos al conjunto de los nimeros reales, y lo denotaremos por R, al
conjunto de todos los numeros racionales Q e irracionales I, o sea R = QUI. Veamos ahora la
defincion axiomdtica de los nimeros reales.

Definicién axiomatica del conjunto numérico R.

Definicién 1.2 Un conjunto de elementos es un cuerpo si se cumple que cualesquiera sean
a, b € A el elemento suma “+”7 a+b y el elemento multiplicacion “” a-b son elementos de A.
Ademds las operaciones “+7 y “” satisfacen las siguientes propiedades:

1. Propiedades de la suma:

a) (a+b)+c=a+ (b+c) (ley asociativa)

b) Eziste un elemento 0 € A tal que para todo a € A, a+0 = 0+a = a (elemento nulo
de la suma)

c) Para todo a € A, existe un elemento (—a) € A tal que (—a) +a =a+ (—a) =0
(elemento inverso de la suma)

d) a+b=>b+a (ley commutativa)
2. Propiedades de la multiplicacion:

a) (a-b)-c=a-(b-c) (ley asociativa)

b) Eziste un elemento 1 € A tal que para todo a € A, a-1=1-a = a (elemento nulo
de la multiplicacion )



¢) Para todo a # 0 existe un elemento (a™') € A tal que (a™')-a =a-(a™') =1
(elemento inverso de la multiplicacion)

d) a-b=>b-a (ley commutativa)
3. Propiedades de la suma y multiplicacion:

a) a-(b+c)=a-b+a-c (ley distributiva)

Si un conjunto de elementos satisface los axiomas anteriores se le denomina cuerpo. De la de-
finicion anterior deducimos que los niimeros naturales y los enteros no conforman un cuerpo
pues para cualquiera sea n € N o n € Z no necesariamente existe el inverso respecto a la
multiplicacién por ejemplo, si n = 2 el inverso serfa ! ¢ Z. Es facil comprobar que Q es un
cuerpo.

Como consecuencia de los axiomas anteriores podemos probar facilmente que para todo
x€A 0-2=0,(—1) -2 = (—x), que el elemento nulo 0 es tinico que el elemento inverso de la
suma es unico, entre otras muchas:

1. Dados a,b € A, la ecuacién a + x = b tiene solucién tunica, es decir sélo hay un valor de
x € A que cumpla con la ecuacién.

2. Existe un tnico elemento neutro 1 respecto a la multiplicacion.
3. Para todo x € A, x # 0 existe un unico inverso ! tal que z - z7! = 1.

4. Dados a,b € A, a # 0, la ecuacién a-x = b tiene solucion unica, es decir sélo hay un valor
de = € A que cumpla con la ecuacién.

5. Siz-y =0, entonces o x =00y =0.
6. Para todo x € A, (—1) - (—x) = x.
7. (—x) - (-y) =y

Una propiedad importante que debemos considerar es el orden. Dentro de los nimeros
naturales es evidente que existe cierto orden. Por ejemplo, 1 es menor que 2. Ademaés sélo hay
un natural que sea mayor o igual que 3 y menor igual que 3: el 3. Por tanto definamos una
operacion de orden que ha de cumplir ciertos requisitos.

Definicién 1.3 Diremos que un conjunto de elementos A es un conjunto ordenado si existe
una relacion de orden < tal que cualesquiera sean a y b numeros reales se tiene que se cumple
que a < b o no se cumple y ademds se deben cumplir las siguientes propiedades:

1. Para todoa € A, a<a
2. Sia<byb<a entonces a=>.
3. Sia<byb<c entonces a < c.

4. Para todos a, be A, oa<bob<a.

St ademds, A es un cuerpo, entonces para cualesquiera sean a, b y ¢ de A se tiene que



5. Sia<bentoncesa+c<b+ec.

6. S10<ay0<b entonces) < a-b.

Es facil comprobar que los niimeros racionales son un cuerpo ordenado. No obstante hemos
visto que existen algunos otros niimeros que no son racionales. Es decir, jla recta de los nimeros
racionales tiene huecos vacios! Ello nos conduce a tener que imponer algin axioma mas que
nos permita incluir los niimeros irracionales. Existen distintas formas de hacerlo. La primera de
ellas se debi6 al mateméatico aleman Richard Dedekind que introdujo la nocién de cortaduras.
Nosotros vamos a introducir otra forma maés sencilla conocida como el axioma de continuidad
o completitud que nos ayudara a definir con més precision el conjunto de los niimeros reales R.

Definicién 1.4 Se denomina al conjunto R conjunto de los niumeros reales, y sus elementos
numeros reales, al cuerpo ordenado no nulo que cumplen los ariomas descritos en las defini-
ciones 1.2 (axiomas de cuerpo) y 1.8 (aziomas de orden) y que ademds satisfagan el siguiente
axioma de completitud o continuidad, comiunemnete denominado como propiedad de las corta-

duras de Dedekind:

St A y B son dos subconjuntos de R no nulos tales que cualquiera sean a € A yb € B se
tiene que a < b, entonces existe un ¢ € R tal que para todoa € A ybe B, a < c <b.

Definicién 1.5 Llamaremos supremo de un conjunto acotado superiormente, y lo denotaremos
porsup A, a la menor de las cotas superiores de A. Llamaremos infimo de un conjunto acotado
inferiormente, y lo denotaremos por inf A, a la mayor de las cotas inferiores de A.

El axioma de completitud es equivalente al siguiente teorema:
Teorema 1.1 (Azioma del supremo) Todo conjunto acotado superiormente tiene un supremo.

Proposicién 1.1 Sea A un conjunto acotado superiormente. Para todo € > 0 (tan pequerno
como se quiera) existe un x € A tal que x > sup A — ¢.

Graficamente:
T S
{ { il

Es facil comprobar que todo subconjunto acotado superiormente de N tiene un elemento
méaximo. Como consecuencia se tiene que el conjunto de los niimeros naturales N no es acotado
superiormente y que Z es no acotado inferiormente y superiormente.

Proposicién 1.2 Sea x > 0 un numero real cualquiera. Entonces siempre existe un nimero
natural n tal que r < n.

Teorema 1.2 (Propiedad arquimediana de los nimeros reales) Sea a > 0 un numero real
cualquiera (tan pequerio como se quiera) y sea b > 0 otro numero real (tan grande como se
quiera). Entonces existe un n € N tal que b < na.

Como consecuencia de la propiedad arquimediana de los niimeros tenemos

» Corolario 1: Si z € R es tal que z > 0 y para todo n € N, z < 1/n, entonces x = 0.



s Corolario 2: Sea x > 0. Si para todo € > 0 se tiene que x < ¢, entonces x = 0. Densidad
de Q en R

» Corolario 3: (Densidad de Q en R) Cualesquiera sean a, b € R(a < b), existe un g € Q
tal que a < g < b.

El método de induccién: El método de induccién matematica se utiliza para probar que
cierta afirmacion es valida para todo n € N comenzando por cierto ng. Para ello hay que
demostrar que:

1. La afirmacion es valida para cierto ng € N,

2. Suponiendo que es cierta para cualquier k£ € N con k£ > ng probar que es cierta para
kE+1.

Finalmente mencionaremos dos teoremas de gran importancia.

Teorema 1.3 (Lema de los intervalos encajados de Cantor)

Sea {I1.} una sucesion de intervalos cerrados tales que I, 11 = [apy1,bpi1] C Iy = [an, by, para
todo n natural (sucesion de intervalos encajados). Entonces existe al menos un punto £ € R
que pertenece a todos los intervalos. Si ademds, para todo € > 0, en la sucesion de intervalos
encajados existe al menos un intervalo cuya longitud |I| = by, — ay, es menor que €, entonces el
punto & es unico.

Teorema 1.4 (Teorema de Bolzano-Weierstrass para los conjuntos nimericos)
Cualquier subconjunto infinito acotado de R tiene por lo menos un punto de acumulacion

1.2. Problemas complementarios.

Problema 1.1 Demuéstrese por induccion las siguientes formulas:

2" < nl, para todo n > 4

> (2k-1)=1+43+5+7+...4(2n—1)=n?

k=1

n 4n? — 1
Z(Qk:—1)2:12+32+52+72+...+(2n—1)2:%
k=1

Problema 1.2 Demuestra las siguientes igualdades:

1. 1+2+---+n:@,

2 12492 4. 4 n? = MEOnED

3). 13+23+_‘_+n3: n2(n4+1)2'

5

Problema 1.3 Demuéstrese que n> —n es maltiplo de 5, para todo n € N.

Problema 1.4 Digase si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
1. La suma de dos nimeros irracionales es un niumero irracional.
2. El producto de dos numeros irracionales es un numero irracional.

3. V2 + V3 es un nimero irracional.



Problema 1.5 Demuéstrese:
1. Entre dos numeros reales existe otro numero real.

2. Entre dos numeros racionales existe un numero irracional.

Problema 1.6 Escribase el conjunto de los x que verifican

a) |lr—3/<8 b) |r—1|+|z—-2|>1
¢) |le—=1]-]z+2/=3 d) |lz+1]—]z—1]| <1

Problema 1.7 FEncuéntrese el error en el siguiente razonamiento:

=y = 1’ =1y =
-yt =ry -y = (v +y)(r—y) =yl -y) =
rt+y=y=—=20y=y—2=1.

Problema 1.8 Hadllese el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos, indicando en su caso
St SOn MdArimo o minimo:

A={-1}U[2,3) B={3tu{2tu{-1}uU]o,1]
C={24+1/n):neN} D={n*+1)/n:neN}L

Problema 1.9 Hdllese el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos, indicando en su caso
s1 Son Mdzrimo o minimo:

1. A={2P+3% +57" pqrel}

2. B={reR, 32°>-10x+3 <0},

3. C={zeR, (r—a)lz—b(rx—c)(r—d)<0, a<b<c<d, a,becdeR},
Problema 1.10 Demuéstrese que, Vr,y € R,

max(r,y) = (r+y+|v—y])/2,
min(z,y) = (z+y—|r—y|)/2.

Problema 1.11 Sim, n, r, y s son numeros enteros, con n,s > 0, pruébese que

m r m m-+r r
— < = — <K
n S n n-+s S







2. Funciones de una variable real.
Definicién 2.1 Una funcion f definida sobre un subconjunto A de los nimeros reales es una
regla (aplicacion) que a cada elemento de A le hace corresponder uno y sélo un elemento de R.

El mayor subconjunto de A tal que f esté definida se denomina dominio de f y lo denota-
remos por Dom(A).

Dada una funcion f la denotaremos por f : A — R, donde, usualmente A coincide con el
dominio de f.

Siax € A le corresponde un valor f(z) € R segin la funcion f: A — R, diremos que f(x)
es la imagen de x segin f. Al conjunto de todas las imdgenes f(x) para x € A se le denomina
imagen de f y le denotaremos por f(A).

f:A— B g:A— B

Figura 1: Funciones f : A~ By g: A— B.

Ejemplo 2.1 1. r:R—R, r(z)=a, «o€cR (constante)
2 t: R R, )=z
3. f:R—=R, f(z)=2%
4.9:00,1] =R, g(x) =2 (Domg#Domf, = g(z)# f(z))
5. h:RYU{0} — R,  hlz) =7

Usualmente para representar una funcién se usa su grafica. La grafica de una funcion es el
conjunto de los puntos (z,y) del plano cartesiano tales que y = f(x).

Las funciones del ejemplo anterior estan regresentadas en la figura 2.

Dos funciones que tengan el mismo dominio se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir.

Por ejemplo, f+ 8-t —1r (6 € R), #, etc.

Definicién 2.2 Se dice que una funcion f(x) es mondtona creciente en un subconjunto B de
su dominio si Vi, xs € B tal que x1 < x9, f(x1) < f(x2).

Por ejemplo: ¢ : R — R, f(x) = z es creciente en todo R
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Figura 2: Funciones f(z) = a, z, 2% y /7.
Y f(z) Y f(z)

\

Figura 3: Funciones creciente (izquierda) y creciente (derecha).

Definicién 2.3 Se dice que una funcion f(x) es mondtona decreciente en un subconjunto B
de su dominio siVxy,xy € B tal que x1 < xo, f(x1) > f(22).

Por ejemplo: ¢ : R — R, f(z) = —z es decreciente en todo R

Definicién 2.4 Se dice que una funcion f(x) es mondtona no decreciente en un subconjunto
B de su dominio si V1,29 € B tal que 1 < x9, f(x1) < f(z3).

Definicién 2.5 Se dice que una funcion f(x) es mondtona no creciente en un subconjunto B
de su dominio siVxy,x9 € B tal que x1 < zo, f(x1) > f(22).

Definicién 2.6 Se dice que una funcion f : A — R estd acotada superiormente si Vr € A,
existe un M € R tal que f(x) < M.



Por ejemplo, la funcién g : [0,1] — R, g(z) = 2? estd acotada superiormente pues g(z) < 1,
V€ [0,1].

Definicién 2.7 Se dice que una funcion f : A — R estd acotada inferiormente si Vx € A,
existe un m € R tal que f(x) > m.

Por ejemplo, la funcién f: R — R, g(z) = 2% estd acotada inferiormente pues f(z) > 0,
Vzr € R.

Definicién 2.8 Se dice que una funcion f : A — R estd acotada, si f es acotada superior-
mente e inferiormente. Es decir siVx € A, eziste un M € R tal que |f(z)] < M.

Por ejemplo: g : [0,1] — R, g(x) = 2? estd acotada pues |g(z)| = 2* < 1, Vo € [0, 1].

Definicién 2.9 Se dice que una funcion f : A — R es no acotada si VM € R, existe un
x € A tal que |f(z)| > M.

Por ejemplo: f: R — R, f(z) = 2% es no acotada.

Definicién 2.10 Una funcion f : A — R, tal que si x € A entonces —x € A (el dominio
tiene que ser un conjunto simétrico respecto al origen) se llama funcion par si f(—z) = f(x) e

impar si f(—x) = —f(x).

Figura 4: Funciones par (izquierda) e impar (derecha).

Por ejemplo, la funcién f: R — R, f(z) = 2? es una funciénpar y la funcién g : R — R,
g(x) = z? es una funcién impar.

La funcién h : R — R, h(z) = 2 4+ 22 no es par ni impar pues f(—x) # f(z) # —f(x).

Las funciones f : (0,1) — R, f(z) =2? y g : (0,1) — R, g(z) = 2* no son ni pares ni
impares.
Definicién 2.11 Una funcion f: R — R es periddica si existe un h > 0, h € R tal que

f(x+h) = f(x), Vr € R.

Al menor niumero h que cumple la condicién anterior se denomina periodo de f.

Por ejemplo, la funcién f: R — R, f(z) =z — E(x) es periddica con periodo 1.
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Figura 5: Funcién periédica f(z) = = — E(x).

Figura 6: Composicién de funciones g(f(z)). f: A— C= f(A) ¢g: B~ D,C = f(A) C B.

Definicién 2.12 (Composicion de funciones)

Sea f: A — R una funcion cuya imagen es f(A), y sea g : B — R una funcion cuyo dominio
es B. Supongamos que f(A) y B son tales que f(A) estd contenido en B, es decir, que todo
y € f(A) pertenece a B. Entonces definiremos la funcion go f : A — R y la denominaremos
funcion compuesta de g en f a la funcion que le hace corresponder a cada x € A un nimero

real tal que (go f)(x) = g(f(x)).

Ejemplo: f : R — R, f(z) = 2 y g : R — R, g(z) = z + 2. imgf C Domg, =
(g0 f)(z) =g(f(x)):
(go f)(x) = g(f(x)) = g(z*) = 2* + 2.

img g C Dom f, = (f o g)(z) = f(g(x)):
(fog)(z) = flyg(x)) = f(z+2) = (x4 2)°.
Nétese que (f o g)(z) # (go f)(x). Si I(f o g)(x) = (g o f)(z).

Ejemplo: f:[-1,1] — R, f(z) =2y g:[0,1] — R, g(z) = 22,

(fog)(x):[0,1] — R, (fog)(x) =2* pero A(go f)(x).
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Definicién 2.13 Una funcion se llama sobreyectiva si todo elemento y de R es imagen de
algiun elemento x del dominio, es decir f : A — R es tal que

VyeR, dreAtaque f(z)=y, <= Imgf=R.

Definicién 2.14 Una funcion se llama inyectiva si todo elemento y de la imagen de f es
imagen a lo sumo de uno y solo un elemento x del dominio. Es decir f : A — R es tal que

Yy, yo € Img f, tal que y1 = f(z1) = yo = f(22), = a1 =12
Definicién 2.15 Una funcion inyectiva y sobreyectiva se denomina biyectiva.

Una funcién es sobreyectiva si, para todo y real, la ecuaciéon f(x) = y tiene al menos una
solucion.

f es inyectiva si la ecuacién f(z) = y tiene o bien una tunica solucién, o bien no tiene
solucioén.

f es biyectiva si para todo y real, la ecuacién f(x) = y tiene una y sélo una solucién solucién.
Por ejemplo, f: R — R, f(z) = 2% no es inyectiva ni sobreyectiva
h:R — R, h(z) = 23 es sobreyectiva

f:]0,+00) — R, f(x) = 2? es inyectiva

Teorema 2.1 Si f : A — R es inyectiva entonces existe una y solo una funcion g definida
sobre la imagen de f tal que f(g(z)) = x para todo = de la imagen de f.

Definicién 2.16 Sea f : A — R una funcion inyectiva. Llamaremos funcion inversa de f y
la denotaremos por f~' a la funcion f~': f(A) — R tal que Vo € Imagen f, f(f1(x)) = z.
Es decir, el dominio de =1 serd la imagen de f y la imagen de f=1 serd el dominio de f.

Ademds si f es inyectiva f~! también lo es y por tanto se cumple que f~1(f(z)) = x para todo
x del dominio de f.

La funcién f : [0, +00) — R, f(x) = 22 es inyectiva = f : [0, +0c0) — R tiene inversa
y ficha inversa es f~1:[0,400) € R, f~!(z) = /.
En la figura 7 mostramos como se puede construir el grafico de la funcién inversa a partir

de la funcién original para el caso de f: [0,1] = R, f(x) = 2.

Teorema 2.2 Si f es una funcion mondtona (estrictamente) creciente o decreciente en A
entonces es inyectiva en A.

Es importante destacar que las condiciones del teorema son suficientes, es decir que si
tenemos monotonia, tenemos inyectividad pero no viceversa, es decir inyectividad no implica
monotonia. Un ejemplo puede ser la funcién (ver figura 8)

f(x) = 2 4+2, —2<x<0
)= 22 -2, 0<z<2
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Funcién original Trazamos la recta y = x

y y f ) = vE

T T

Reflejamos los puntos de f en y == Funcién inversa

Figura 7: Construccién de la funcién inversa de 22 en [0, 1]

6

-2 1 / 2
-2

Figura 8: Inyectividad no implica monotonia.

2.1. Funciones elementales.

Funcion potencial entera.

Comenzaremos con las potencias naturales. Si n € N, tenemos

n veces
fR=R, fx)=2a"=7-xz---2, neN,

Ademsés, como =" = 1/2", podemos definir, para todo = # 0 la funcién potencial con
exponente entero negativo.

Funciones circulares.
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Figura 9: Funcién potencial: f(z) = 1, x, 22, 2.
7
4L - 61 ,
2 - . S 1
4L N
g0 g 3l .
Al | 2 .
1 [ —
4 L _ 0
| | | | | |
-10 5 0 5 10 -4 2 0 2 4
X X
Figura 10: Funcién potencial: f(z) = 1/25 1/23,1/x (izquierda) y f(z) = 1/2*,1/2* (derecha).
1. Funciones seno y coseno.

Para definir las funciones seno y coseno echaremos manos de la geométria elemental.

Definiremos el seno de el angulo = como el nimero cuyo valor absoluto viene dado
mediante la razén entre el lado opuesto a x AB y la hipotenusa (el radio) del tridngulo

—_—

0AB y cuyo signo es + o — si el segmento BA esté4 orientado hacia arriba o hacia
abajo, respectivamente, y lo denotaremos por sen x.

El coseno del angulo x sera entonces un nuimero cuyo valor absoluto viene dado
mediante la razén entre el lado adyacente a 2 0B y la hipotenusa y cuyo signo
corresponde al + si el segmento 0B esté orientado hacia la derecha y — si es a la
izquierda y lo denotaremos por cos x.

f:R—R, f(r)=senzy f:R—R, f(z) = cosz.

Ademas, a partir del gréfico 11 facilmente se verifica que
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»
!

X sen

\j

Cos

Figura 11: Definicién de las funciones seno y coseno.

sen?z + cos?x =1,

sen (g —:1:) = cosz, cos (g —SL’) =senz
sen(x + 2m) = senz, cos(x + 2m) = cosx
cos(—x) = cosx, sen(—z) = —senx.
seno coseno
1
0.5 5
6 4\ -2 2 \4 6 \-4 - 4/ 6
-0 -0.5
-1 -1

Figura 12: Funciones seno y coseno: f(x) = sen x, cos .

Noétese que la gréfica del coseno se obtiene de la grafica del seno al trasladar ésta
ultima 7 a la izquierda.

Una de las principales propiedades del seno y el coseno son las denominadas formulas
de adicion
Entonces, usando sencillos razonamientos geométricos podemos facilmente compro-
bar que

sen(x + y) = senx cosy + sen y cos x

cos(z + y) = cosz cosy — sen x sen y.
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sery cox XX Seny

Sserx cosy y

senx+y)
cog(x+y)

COSX COsy serx sen)

Figura 13: Formulas de adicién para el seno y el coseno.

Nétese que a partir una cualquiera de las dos férmulas anteriores se deduce la otra.
sen(x +y) = cos (% — (z + y)) = cos ((% — IL‘) + (—y)))
= cos (3 — x) cos(—z) — sen (5 — z) sen(—y)
= Senz cosy + senycos.
De las expresiones anteriores se deducen otras muchas, por ejemplo
sen 2x = 2senx cos x, cos 2z = cos® x — sen? .,

de donde a su vez tenemos

9 1 —cos2x 9 1+ cos2x
sen” v = ———, Cos”x = ———

2

0, equivalentemente,

T 1 ——cosz T 1+ coszx
sen — = £/ —, COS— = 4/ ———
2 2 2 2

2. Funcién tangente.
sen
R—-{(2k-1)Z, ke Z} — R, =t =
fiR—{(2k-1)3, k€ Z} o R, f(z) = tang = "o

tangente es una funcion periddica con periodo 7 cuya imagen es todo R.

. En facil comprobar que la

., . . COS T 1
También podemos definir las funciones cotangente ctgx = , secante secx = ,
] sen x COS T
cosecante cosecr = .
sen x

Desiguladades

Supongamos que el dngulo x estd en el primer cuadrante, es decir 0 < z < 7/2.
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funcion tangente funcion cotangente
40 40

2 .
3 2 ﬁ 1 f 3 3 2 -1 1 2
-20 -20

-40

Figura 14: Funciones tangente y cotangente: f(z) = tanz, ctgx.

D
(\
E
R=1 X | tanx
senx .
X v v
0 A J C
[ COSsX 71‘—(:09(

Figura 15: Desigualdades para el seno y el coseno.

1 —cosz x

0< < =

- T -2

1 —cosz senx
1-— < < 1.

sen
< 1.

senr < x <tanx <= <= cosx <
T

Funciones circulares inversas.

El seno, en [—7/2,7/2] es mondtona creciente, entonces podemos definir el inverso de la
funcién seno restringida al intervalo [—m/2,7/2]. Andlogamente podemos considerar la
funcién coseno en el intervalo [0, 7] La tangente en [—7/2,7/2] obtenemos una funcién
creciente cuya inversa estara definida en todo R.

Asi tendremos las siguientes definiciones:
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1. Funcién arcoseno.
f:[-1,1] =R, f(x) = arcsen x. El arcoseno se define como el tinico y € [-7, 7] tal
que seny = x. La imagen del arcoseno es el intervalo [—7, 7].

2. Funcién arcocoseno.
f:[-1,1] = R, f(z) = arccosx. El arcocoseno se define como el tnico y € [0, 7] tal

que cosy = z. La imagen del arcocoseno es el intervalo [0, 7].

funcion arcoseno funcion arcocoseno
1.5 3
1 2.5
0.5 2
1.
-1 -0.5 0.5 1 1
-0.5
1 0.5
-1.5 -1 -0.5 0.5 1

Figura 16: Funciones arcoseno f(x) = arcsenz y arcocoseno f(x) = arccosz.

3. Funcién arcotangente.
f:R— R, f(z) = arctan z. La arcotangente se define como el tinico y € [-7, 7] tal
que tany = x. La imagen de la arcotangente es el intervalo [—Z, Z].

T2
funcion arcotangente funcion arcocotangente

15 15

1 1
0.5 05

-10 -5 5 10 5 10

-0.

-1
-1.5

Figura 17: Funciones arcotangente y arcocotangente: f(x) = arctan x, arcctg .

Para construir las correspondientes graficas basta usar el método descrito anteriormente.
Como ejemplo lo mostraremos para la funcién inversa del seno (figura 18) y del coseno
(figura 19).
De manera andloga podemos definir las funciones inversas de la ctgx, f~!(z) = arcctgz,
secw, [~(z) = arcsecx y de la cosecx, f~'(x) = arccosecz.

Funciones exponenciales y logaritmicas.
La funcién exponencial no es sencilla de definir sin usar herramientas méas avanzadas del
analisis.

Es facil comprobar que a” > 0 para todo r € Q y ademas

1) a®=1. 2) Vr,seQ, da"a®=a"".
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Y Y
x x
Funcién sinx en [—7/2, 7 /2] Trazamos la recta y = x
Y Y
x x
Reflejamos los puntos de feny == Funcién inversa en [—1, 1]

Figura 18: Construccién de la funcién inversa del seno.

Extender las propiedades anteriores a todo R de forma que la imagen de a” sea el con-
junto “continuo” (0, +o0). El logaritmo lo definiremos simplemente como la inversa de la
exponencial.

1. Funcién exponencial.
f:R— R, f(z) =a", donde a > 0. Esta funcién es creciente en todo su dominio si

a > 1y decreciente si 0 < a < 1. La imagen de a” es (0, 400).

2. Funcién logaritmica.
f:(0,400) — R, f(x) =log, x, donde la base de logaritmo a > 0. Esta funcién es
la la inversa de la funcion exponencial. Es decir, el log, = es el tnico y € R tal que
a’ = x. El log, x es creciente en todo su dominio si @ > 1 y decreciente si 0 < a < 1
y su imagen es R.



Y Y
x
Funcién cosz en [0, 7] Trazamos la recta y =
Y Y
x
Reflejamos los puntos de feny == Funcién inversa en [—1, 1]

Figura 19: Construccién de la funcién inversa del coseno.

funcion exponencial funcion logaritmo
10 6
8 4
6 2
4 2 1 4 5
2 -4
3 -2 -1 1 2 3 ©

Figura 20: Funciones exponencial y logaritmo: f(x) = e”,log, x.

Las funciénes logaritmicas satisfacen las propiedades:

1) log,1=0. 2) Vz,yeR, log,(z-y)=log,z+ log,y.

3) Vx,y eR, log,(z¥) =y log,x.

log,

4) Vz,a,b € (0,400), logx= o b

19
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Funciones hiperbdlicas.

1. Funcién seno hiperbdlico.

f:RHR,f(x):shx:e

T _ ,—T

. La imagen de shz es R.

2
2. Funcion coseno hiperbdlico.
f:R—=R, f(z) = che = %. La imagen de chz es [1,+00).

3. Funcién tangente hiperbdlica.

h T— e
f:R =R, f(x) = tanha = Sh$ . n ° la imagen de tanh x es el intervalo
chx et 4+ e "
(—1,1).

xT

funcion seno hiperbolico funcion coseno hiperbolico
10 10
5 8
6
3 2 - 1 2 3 4
-5 2
-10 3 -2 -1 1 2 3

Figura 21: Funciones seno y coseno hiperbdlicos: f(x) = shz, chz.

funcion tangente hiperbolica funcion cotangente hiperbolica
1 7.5
0.5 5
25
-4 -2 2 4 2 4
-0/5
-1

Figura 22: Funciones tangente y cotangente hiperbdélicas: f(x) = tanh x, cthz.

chz
También podemos definir las funciones cotangente hiperbdlica cthz = ——, secante hi-
shx

1
perbdlica sech z = —— y la cosecante hiperbdlica cosechxz = —.
chzx shx
Las funciones hiperbdlicas satisfacen las siguientes propiedades:
1) ch?z— sh?z=1.
2) sh(x+y)=shxchy+ cheshy.
3) ch(x+y)= chaxchy+ shzshy.

ch2x —1
5 )

B 1+ ch2x

4) sh’z =
) shzx 5

5) ch’z
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3. Swucesiones de numeros reales.

Sucesiones. Limite de una sucesion: propiedades. Sucesiones mondétonas. Subsucesiones y
limites de oscilacién. Teorema de Bolzano-Weierstrass. El nimero e. Sucesiones de Cauchy.
Completitud de R. Calculo practico de limites.

Definicién 3.1 Una sucesion de nimeros reales {a,} no es mds que una regla que a cada
numero natural le hace corresponder otro real:

ap : N— R, a, = f(n), n=1,23, ..

Por ejemplo, a,, = 1, una sucesién constante; a, = n, la sucesion de los ntimeros naturales;
b, = %, la sucesion de los inversos de los niimeros naturales; etc.

3.1. Caracter de las sucesiones: monotonia y acotacion.

Definicién 3.2 Se dice que una sucesion {a,} es mondtona creciente si¥n € N, a,11 > a,.

2

Por ejemplo, la sucesion a,, = n° es mondtona creciente.

Definicién 3.3 Se dice que una sucesion {a,} es mondtona decreciente si ¥n € N, a,11 < ay,.

Por ejemplo, la sucesion a,, = — es monodtona decreciente.
n

Definicién 3.4 Se dice que una sucesion {a,} es mondtona no decreciente si ¥n € N, a, 11 >
Q-

Definicién 3.5 Se dice que una sucesion {a,} es mondtona no creciente si¥n € N, a1 < ay.

Ejemplos de sucesiones no crecientes y no decrecientes son, por ejemplo, las sucesiones
{1,1,2,2,3,3,...} y {1,1,1/2,1/2,1/3,1/3, ...}, respectivamente. Otro ejemplo es el de las su-
cesiones constantes.

Definicién 3.6 Se dice que una sucesion {a,} estd acotada superiormente si Vn € N, eziste
un M € R tal que a,, < M.

Por ejemplo, la sucesion b, = estd acotada superiormente pues b, <1, Vn € N.

n2

Definicién 3.7 Se dice que una sucesion {a,} estd acotada inferiormente si ¥n € N, existe
un m € R tal que a,, > m.

Por ejemplo, la sucesién b, = n? estd acotada inferiormente pues b, > 1, ¥n € N .

Definicién 3.8 Se dice que una sucesion {a,} estd acotada, si {a,} estd acotada superior e
inferiormente. Es decir siVn € N, existe un M € R tal que |a,| < M.

Por ejemplo, la sucesién b, = (—1)" estd acotada pues |b,| < 1, Vn € N.

Definicién 3.9 Se dice que una sucesion {a,} es no acotada si VM € R, eziste un n € N tal
que |a,| > M.

Por ejemplo, la sucesion b, = (—1)"n? no estd acotada. Como veremos méas adelante el
caracter de las sucesiones juega un papel muy importante.
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3.2. Limite de una sucesion.

Intuitivamente una sucesién a, de ntumeros reales tiene limite a € R si a medida que
aumentamos n, a, se acerca cada vez mas a a tal y como muestra el siguiente esquema:

Ha
% a
—e — 0 9o e o 00

a @& aa a
Lo anterior se puede formalizar de la siguiente forma:

Definicién 3.10 Se dice que una sucesion {a,} tiene limite a si para todo € > 0 existe un

N € N tal que sin > N, entonces |a, — a| < € y se denota lim a, = a. O sea,
n—oo

lim a, = a <= Ve > 0,3IN € N tal que sin > N, |a, —a| <e.

n—oo

Por ejemplo, la sucesién a,, = 1/n tiene limite 0.

Se dice que una sucesion {a,} tiene limite +00 si

lim a, = 400 <= VM > 0,dN € N tal que sin > N, a, > M.

n—oo

Por ejemplo, la sucesion a,, = n tiene limite +oc.

Andlogamente se define lim a, = —o0.
n—oo
Una sucesion {a,} que tenga limite se denomina convergente y si el limite no existe o es
infinito (£o00) se llama divergente.

Geométricamente significa que Ve > 0, en el intervalo a — €, a + € (la parte sombreada de la
figura) se encuentran todos los términos de la sucesion a partir de un cierto n = N, o sea los
a,, n > N y por tanto en dicho intervalo hay infinitos términos, y fuera sélo hay un ntmero
finito de términos (los N primeros términos) de la misma.

Teorema 3.1 La manipulacion de un numero de términos de una sucesion no altera el cardcter
convergente o divergente de la misma.

Teorema 3.2 (Unicidad del limite de una sucesion.)
Si la sucesion {a,} es convergente entonces tiene un unico limite.

Teorema 3.3 (Condicion necesaria para la existencia de limite de una sucesion.)
Si la sucesion {a,} es convergente entonces es acotada.

Corolario 3.1 Toda sucesion {a,} no acotada es divergente.

Lema 3.1 Sean {a,} y{b,} dos sucesiones que tienden a cero. Entonces, cualquiera sea M € R
las sucesiones Ma,, y a,+b, son convergentes y también tienen limite cero, o equivalentemente:

Si las sucesiones {a,} y {b,} tienden a cero, entonces para todos o, € R, la sucesion
aa, + Bb, también tiende a cero.
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Teorema 3.4 (Teorema de las tres sucesiones)
Sean las sucesiones {a,}, {bn} v {c.} tales que a, < ¢, < b, para todo n > N € N. Ademds

{a,} y {b,} son convergentes con lim a, =1 y lim b, = l. Entonces, {c,} es convergente y
n—oo n—oo

lim ¢, = 1.
n—oo

Se tienen las siguientes propiedades:

1. Una sucesién convergente {a,} de términos no positivos (no negativos) tiene limite no
positivo (no negativo). O sea, sia, >0=a, >a>0ysia, <0=a, > a<0.

2. Si una sucesion tiene todos sus términos mayores (menores) que un cierto m entonces el
limite de a,, no puede ser menor (mayor) que dicho m.

3. Si lim a, =a,y lim b, =0, y a, <b, para todo n, entonces a < b.
n—oo n—oo

Teorema 3.5 (Propiedades algebraicas de los limites.)

Sean dos sucesiones convergentes {a,} y {b,} con lim a, = a, y lim b, = b. Entonces:
n—o0 n—o0

1. lim a, +b,=a+0b,

n—oo

2. lim a, - b, =a-b. En particular, Vo € R, lim aa, = aa,
n—00 n—oo

a, a

3. SivneN, b, #0, b#0, entonces, lim — = —.

n—00 Oy, b

Teorema 3.6 (Criterio de Weierstrass para las sucesiones mondtonas)
Para que una sucesidn mondtona {a,} sea convergente es necesario y suficiente que este aco-
tada. Ademds, el limite es el supremo o el infimo del conjunto A = {a,, n € N} de los valores
de a,, o sea,

, inf(A) sia, es decreciente

lim a, = . .
n—o0 sup(A)  sia, es creciente

Teorema 3.7 Si {a,} es mondtona no decreciente (no creciente) y no acotada superiormente
(inferiormente), entonces lim a, 4+ oo (—o0).
n—oo

Sea N' = {ny,ng,....,ny, ..., k € N} el conjunto formado por los elementos {n;} de una
sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales. Nétese que como la sucesién ny es
de nimeros naturales y es estrictamente creciente entonces ny > k. Sea {a,} una sucesién de
nimeros reales. Construyamos a partir de {a, } una sucesién cuyos elementos sean los elementos
de a,, correspondientes a los valores n; de . Es decir, construyamos el subconjunto {a,,, k €
N} del conjunto {a,, n € N}. La nueva sucesion asi obtenida la denotaremos {a,, } y
la llamaremos subsucesion de {a,}.

Por ejemplo, sea a,, = (—1)". Escojamos los los subconjuntos Ny = {2,4, ..., 2k, ..., k € N} y
No={1,3,....,2k — 1, ..., k € N} y construyamos las subsucesiones ag, y agx_1 de los elementos
pares e impares, respectivamente. Es obvio que ag, =1y agr_1 = —1.

Teorema 3.8 Cualquier subsucesion {a,,} de una sucesion convergente {a,} es convergente.
O sea, si

lim a, = a = lim a,, = a.
n—00 ng—+00

Teorema 3.9 (Teorema de Bolzano-Weierstrass para las sucesiones) De toda sucesion acotada
se puede extraer una subsucesion convergente.

Teorema 3.10 (Criterio de Cauchy para las sucesiones) Una sucesion {a,} es convergente si
y solo si es de Cauchy.
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3.3. Calculo practico de limites.
Comenzaremos enunciando un teorema “técnico”.

Teorema 3.11 (Toeplitz) Sea [P,x]r_, una matriz de elementos no negativos (Pn > 0) tal que

n—oo n—o0

E P..=1vy lim P, =0 para todo k. Entonces, si lim a,, = a, lim P,a, = a.
n—oo
k=1 k=1

Ty 4+ Tg+ Ty

Ejemplo 3.1 Probar que si lim x, = a, entonces lim =a.
n—o00 n—o00 n
n [oe] , . - 1 .
Sea P, = % >0, P =S 0, ademas E P, = g — =1, luego el Teorema de Toeplitz nos
n

' k=1 k=1
dice que
n n
lim E Pxy = lim z, =a, pero E Prx, =

T+ Tog+ Ty
o .

Es decir, la media aritmética de una sucesion convergente es convergente y tiene el mismo limite
que la sucesion original.

Ejemplo 3.2 Sea ahora la media armonica de una sucesion convergente de términos positivos

(x, >0) h, = . Probar que si lim x, = a, entonces h, — a.

n
1 1 1
ottt o0

Como z,, > 0 es acotada superiormente (es convergente), entonces existe un M > 0 tal que
x, < M, luego 1/x, > 1/M. Escojamos

n—oo O’

_+L+...+_

1 2 Tn

1 n
P = e ->0, = Y Pu=1 0<Py<
k=1

SEIENE

luego aplicando el teorema de Toeplitz tenemos que h, — a.

Como consecuencia de los dos ejemplos anteriores, el teorema de las tres sucesiones, asi
como la desigualdad

n T1+ 22+ -+
1 1 1 < \n/xle"'an na
Lyl 4L n

1 )

Tn

obtenemos que la media armonica de una sucesién convergente de términos positivos (x, > 0)
Yx1x9 - - - T, es convergente y tiene el mismo limite, o sea,

lim z, =a, = lim {Jv129 - 2, = a. (3.1)

A partir de la igualdad anterior se deduce facilmente el siguiente

Teorema 3.12 (Criterio de la raiz)

., P . - ; An+1 ’
Sea {a,} una sucesion de términos positivos tal que lim = [. Entonces, lim /a, =I.
n—0o  Q, n—o00

Ejemplo 3.3 Calcular los limites lim {/ a—', a € Ry lim /n.
n!

n—o0 n—o0
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Usando el criterio de la raiz tenemos, en el primer caso

p = —, = lim =0, = lim {/— =0
n! n—00 (U n—oo 1, + n—00 n!
En el segundo,
. Qpgl . n+1 ,
a, =n, lim = lim =1, = lim ¢/n=1.

n—00 n—o0 n n—00

Una consecuencia de este tltimo limite es que lim {/z = 1 cualquiera sea z > 0.
n—oo
Hemos de hacer notar que las condiciones del teorema son solo suficientes, es decir que
si no existe lim,,_ GZ“, ello no indica que no exista el de la raiz n-ésima. En efecto, Sea
n

a, =2+ (—1)". Obviamente no existe el limite lim,, % (;{por qué?), pero

V1< 2+ (1) < V3,

luego por el teorema de las tres sucesiones vemos que /2 + (—1)» R, ya que /3 .

Como consecuencia del teorema de Toeplitz, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.13 (Stolz)

Qp ., . e . . ., Qnp
Sea — wuna sucesion tal que b, es creciente con limite infinito y sea que la sucesion 2
n n — Yn—1

L a
es convergente con limite [. Entonces —

— Qp—1

" es convergente y

by,
, a , Apy1 — Q , Ap — Ap—1
lim -2 = lfm -2 " — Qfm 2~
n—oo b,  n—oo b, — b, n—oo b, — b,_1

Ejemplo 3.4 Calcular los limites

o LEL/24 4 1/n - 1/VI+1/V2+--+1/y/n
n—00 logn ’ n—00 \/ﬁ )

1+2+-4n

lim 5

n—00 n

Para el primero podemos usar 1 +2+---+n =n(n+ 1)/2 lo que nos da, en el limite 1/2,
no obstante usaremos el teorema de Stolz. Tomando a, = 1+2+---+n y b, = n tenemos que
se cumplen todas las condiciones del teorema ademas

O n 1

U e e —
noo by 1 — b, oo 2n—1 2

En el segundo caso tomamos a, = 1+1/2+---4+1/ny b, = logn de forma que se cumplen
todas las condiciones del teorema ademas

n—1 = Un 1 1
lfm %——l——g;-zzlﬁn 1 l/n( [ = Jin —w =1
n—o00 — n—o00 — — n—oo
n—1 n ogn ogln lOg (1 + )
n—1
Finalmente para el tercero escogemos a,, = 1/v/141/v/2+---+1/y/ny b, = /n y obtenemos
que
n—1 = Un ’ 1
lfm 2227 gy /—\/ﬁ 2.

n—o00 bn—l —_ bn n—o00 \/_ — \/m -



26

3.4. Limites notables.

En este apartado vamos a encontrar una serie de limites importantes que aparecen en un
sinniimero de ejemplos y problemas: los denominados limites notables.

Teorema 3.14 Las siguientes afirmaciones son ciertas:

, \"
1. lim <1+—> =e.
n—oo n

2. lim /z =1, para todo x € R, = > 0.

n—oo
3. lim /n=1.
n—oo

4. lim 2" =0, para todo x € R, |z| < 1.

n—oo

1
5. lim — =0, para todo o € R, a > 0.

n—oo N

1
6. lim n_;z =0, para todo o € R, «a > 0.

n—oo n

na

7. lim — =0, para todo a > 1, a > 0.

n—oo q"

xn

8. lim

n—oo n!

=0, para todox € R. (n!=1-2-3---n)

n!
9. lm —=0.n!=1-2-3---n)

n—oo NN

an
Definicién 3.11 Dos sucesiones {a,} y {b,} se denominan equivalentes si lim — =1, y se

n—o0 n

escribe a,, ~ b,.

Por ejemplo, la sucesién a,, = n! es equivalente a la sucesién b, = v27wne™"n" y por tanto
la siguiente féormula, conocida como la formula de Stirling, es valida:

n! ~ v2mne "n". (3.2)

/2 1 n,—n
Ejemplo 3.5 Calcular el limite lim ntine )

— n—oo
Sea x,, = n!l. Definamos s,, = v2mne "n". Entonces, como s, /z, — 1,

V2n 4+ In"e ™™ V2n 4+ In"e ™" Von+ 1n"e ™" s,

lim = lim = lim =
oAV 2n+1In"e™ s, o V2n 4+ In"e™™
= lim lim — = lim ,
n— o0 2Sn n—oo Tp n— 00 an

pero

i V2n + 1In"e ™" i V2n + 1In"e ™" 1
im , lim = )
n—00 25n n—oo 2/2wne "n" 2w
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Definicién 3.12 Una sucesion {a,} se denomina infinitesimal si lim a, = 0.
n—oo

Definicién 3.13 Dos sucesiones {a,} y {b,} se denominan infinitésimos equivalentes y se
escribe a, ~ b, si lim a, =0, lim b, =0 y lim — = 1.
n—oo

n—o0 n—oo n

Teorema 3.15 Si {a,} es una sucesion infinitesimal, entonces:
1. sena,, ~ a,.
2. tana, ~ a,.
3. arcsena, ~ a,.

4. arctana, ~ a,.

5. 1 —cosa, ~

| S

6. (14 a,)*—1~ aay,.
7. e —1~a, b™—1~a,lnd.

8. In(l+ay) ~a, log(l+a,) ~ a,log,e.

3.5. Problemas complementarios.

Problema 3.1 Estudiar el cardcter (monotonia, acotacion), de las siguientes sucesiones:

a) an:1+% b) bn:1+(_§)n
c) Cn:n+% d) dn:<1+%)+(—1)”(1—%)

Problema 3.2
1. ;Qué se puede decir de una sucesion de numeros enteros que es convergente?.
2. Demostrar que toda sucesion convergente es acotada.

3. Demostrar que si lim,,_,o x,, = x entonces lim x,, = x para toda subsucesion {x,, } C

Njp—r00
{xn}-
Problema 3.3

1. Sea{a,} una sucesion acotada y consideremos la sucesion dada por b, = sup{an, ani1,---}.
Demostrar que {b,} es convergente.

2. Calcular lim,,_,o b, para las sucesiones:

_ L+ (=)™

5 b) an=(~1)" (3+%).

a) ay,



28

Problema 3.4 Pruébese que si la sucesion {a,} es convergente, entonces {|a,|} es también
convergente. ;Fs cierto el reciproco?

Problema 3.5 Demuéstrese que la sucesion a, = Y. = no es de Cauchy.
j=1J

Problema 3.6

1. Sea x1 = 1 y xpy1 = 2z, n € N. Pruébese que la sucesion {x,} es convergente y
calculese lim,,_yo0 T, .

Ayuda: Estudiar si es una sucesion monotona y acotada.
2. La misma cuestion para zy = 1, 2,11 = /1 + 22, — 1.

y ., Y Zn ,
3. Para esta ultima sucesion ({z,}) calcular también lim,, .. —— y lim,,_, nz,.
Zn+1

Problema 3.7 Calcilense los siguientes limites:

a) lim (\/m — n) b) lim (\3/27713 +3n% —2— 3n>

n—oo n—oo 1
n2—
1\ , 3 V3n+2—+3n
c) lim (— " d) h_)m
n—oo \ N¢ — n—o00
2n+1 3n+1 1 + + + .
e) lim z_ e f) lim
n—00 on -+ 3n n—o00 ) l()g'n,
A L
9) L R

Problema 3.8 Clulculense los siguientes limites:

1. lim Vam + b, (a,b>0),

n—oo

2. V2, V24+ V2024 V2+ V2, ...,

3. lim {\8/n2 +1—+vn+ 1},

n—oo
i n
4. lim ,
1 2 n—1
5. lim — + — +
n—o00 77,2 2 77,2 ’
_ v/nZsenn!
6. lim

8. lim nsennm,
n—oo

VnP+1—+v/n?2+1
fm ,
n—oo y/nd +2 — y/n3 + 1
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1 1 1
10. lim + +o
n—oo\/n2 +1  /n2+2 Vn?+n

Problema 3.9 Demostrar que la sucesion definida por

1

n edn—1’

a=a>0, a,=
es convergente y calcular su limite.

Problema 3.10 Sea la sucesion recurrente definida por uy = 0; upiq = 1/(un + 1).
1. Calcular el posible limate (.
2. Demostrar que se tiene |un4 — 1] < 2lu, —1| VneN.

3. Demostrar que efectivamente lim,, oo u, = (.

Problema 3.11 Sea {z,} la sucesion de nimeros reales definida por recurrencia mediante la

regla

72 + 2
2z,

Tp41 = ; .1'1:2.

1. Probar que {x,} es decreciente y estd acotada inferiormente por v/2.

2. Hallar lim,_ ooy,

Problema 3.12 Sea x,, la sucesion definida por

2 +5
Ir = 4, :L’n+1 - .

6

1. Probar que x, > 1 para todon y que x, <5 para todo n.

2. Demostrar que x,, es convergente. Calcular su limite.

Problema 3.13 Sea x,, la sucesion definida por

x2 424
10

Ir = 5, T+l =
1. Probar que x, > 4 para todo n y que x, < 6 para todo n.

2. Demostrar que x,, es convergente. Calcular su limite.

Problema 3.14 Considérese la sucesion definida por recurrencia de la siguiente forma:

3
3an+1:2+a§b, al:_§'

Pruébese que tal sucesion es mondtona creciente y acotada superiormente por K = 1. Calculese
su limite.

Problema 3.15
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1. Sea {z,} una sucesion convergente, e {y,} una divergente. ;Qué se puede decir de la
sucesion producto, {T,yn}, suma, {x, +yn}, y cociente, {x,/y,} (suponiendo que y,, # 0,
para todon € N)?

2. Si{x,} es convergente, entonces {|x,|} es convergente. sEs cierto el reciproco?

3. Prueba que una reordenacion de un numero finito de término de una sucesion no altera
su cardcter convergente o divergente.

Problema 3.16 (examen de noviembre de 1992)

1 4
un+1:§ un+u_ )

Sea la sucesion definida por

con ug = 1. Prueba que:
1. u, >2,VneN;
2. {u,} es una sucesion mondtona decreciente;

3. existe lim wu, y calculalo.
n—oo

Problema 3.17 Sea {x,}2 | una sucesidn de nimeros reales (no necesariamente convergente)
que cumple 0 < x, < a, cona € R. Para a € R (0 < a < 1) se define la sucesion

Yn =

(1 + 22+ + 2,)"
- .

Demuestra que lim y, = 0.
n—oo
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4. Limite funcional y funciones continuas.

Definicién de limite funcional y primeras propiedades. Relacion entre limite funcional y se-
cuencial. Teorema general de convergencia de Cauchy. Limites infinitos: propiedades. Asintotas.
Infinitésimos e infinitos: funciones equivalentes. Céalculo practico de limites. Definicion de conti-
nuidad: propiedades. Continuidad de la funciéon compuesta. Funcién inversa. Continuidad de la
funcién inversa. Funciones continuas en intervalos cerrados: teoremas de Weierstrass, Bolzano
y Darboux. Funciones monétonas. Continuidad uniforme: teorema de Heine.

4.1. Definicién de limite y continuidad de una funcién.

Definicién 4.1 (Heine) Se dice que una funcion f: A — R tiene limite | cuando x tiende a a
(punto de acumulacion de A), y se denota lim f(z) =1, si las imdgenes de cualquier sucesion
T—a

{z,} que converja a a con x, # a, convergen al. O sea,

lim f(z) =1l <= Y{z,}, 2, #ay lim z, =a = lim f(z,)=1.
n—oo

r—a n—oo

Figura 23: Definicién de limite segiin Heine

Definicién 4.2 (Weiersstras) Se dice que una funcion f : A — R tiene limite | cuando x tiende
a a (punto de acumulacion de A) si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que s1 0 < |z — a|] < 9,
entonces |f(x) — 1] < e.

lim f(z) =l<=Ve>0,30 >0,0< |z —a|<d = |f(z)—I|<e

r—a

Es decir que lim f(z) = [ si y s6lo si cualquiera sea el entorno U(l) de [ que escojamos,
T—a

existe un entorno U,(a) de a, que no contiene a a tal que f(U,(a)) C U(l) (ver la figura 24).

Teorema 4.1 Las definiciones de Heine 4.1 y Weierstrass 4.2 son equivalentes.
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\J

Figura 24: Definicion de limite segiin Weierstrass

Definicién 4.3 Diremos que una funcion es continua en x = a (punto de acumulacion del
dominio de f) si f estd definida en el punto x = a y

lim f(z) = f(a).

T—a

En otras palabras, f es continua en a si y solo si

V{x,}, =, tal que lim z, =a = lim f(z,) = f(a),
n—oo

n—oo

o0, equivalentemente,

Se dice que una funcion f: A — R es continua (segin Cauchy) en x = a si para todo € > 0
existe un 6 > 0 tal que si |v — a| < 0, entonces |f(x) — f(a)| < €. Es decir, si existe f(a) (la
funcion estd definida en el punto v =a) y }:121 f(x) = f(a).

Definicién 4.4 Si una funcion f : A — R no es continua en un punto x = a se dice que es
discontinua.

Existen cuatro tipos fundamentales de discontinuidad:

Discontinuidad evitable
Esta discontinuidad tiene lugar si existe el limite lim f(x) = [ pero la funcién en x = a,
T—ra

o no esta definida, o f(a) no coincide con el limite . Es evitable pues en x = a podemos
redefinir la funcién f de la tal forma que f(a) = I.

Discontinuidad no evitable (o esencial) de salto finito

Esta discontinuidad tiene lugar si existen los limites laterales lim f(z) =1y lim f(x) =
r—a+ T—a—

ly existen pero son diferentes. Por tanto, no existe el limite de f en x = a. Ademéds en
este caso es imposible redefinir la funcién f de la tal forma que I; = I5.
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f(x) f(x)

/O\J/ O\/

a a

°® —

Y
Y

f(x) es discontinua evitable f(x) es discontinua de salto finito

Figura 25: Funciones con discontinuidades evitable (izquierda) y de salto finito (derecha) en
T =a.

Discontinuidad no evitable (o esencial) de salto infinito

Esta discontinuidad tiene lugar si alguno de los limites laterales es igual a +00, o sea, si

lim f(z) = 00 0o lim f(x) = +oo. Por tanto, no existe el limite finito de f en x = a.
r—a+ r—a—

Ademads en este caso también es imposible redefinir la funcién f.

f(x) f(x) es discontinua de salto infinito

Y

Figura 26: Funcién con discontinuidad de salto infinito en z = a.

Discontinuidad no evitable (o esencial)

Este caso corresponde cuando la funcién esta bien definida en todo el entorno de a pero
no existen los limites laterales (no son siquiera +00).

Muy distinto es el caso de la funcién f(z) = zsin <, z # 0, f(0) = 0.
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0.5 1 0.1 -d. ¢5 M 0. ds 0.1

| (derecha).

ngﬂv

Figura 28: La funcién asen 1 en [—1,1] (izquierda) y en [—15, 15] (derecha).

4.2. Propiedades de los limites

Como consecuencia de las propiedades de los limites de sucesiones tenemos las siguientes
propiedades:

Teorema 4.2 (Unicidad del limite de una funcion.)
Si la funcion f: A R tiene limite (o limite lateral) en © = a entonces el limite es unico.

Teorema 4.3 (Condicion necesaria para la existencia de limite finito de una funcién.)
St la funcion f: A~ R tiene limite finito en x = a entonces existe un entorno de x = a en la
que la funcion estd acotada. Es decir,

lim f(z) =1, |l|<4c0o=36>0, 0<|z—a| <= |f(z)| < 0.

T—ra

Teorema 4.4 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1)  lim f(x) =1 2) lim f(z)—1=0.

Tr—ra Tr—ra

3) lim|f(z)—1=0. 4) limf(a+h)=1I.
z—a h—0
Teorema 4.5 (Teorema de las tres funciones)
Sean las funciones f: A— R, g: A= R yh: A~ R tales que f(x) < h(x) < g(x) para todo
x en cierto entorno de x = a y sea que }JILTCIL flz)=1ly ilil’cllg(ﬂf) = 1. Entonces, h(z) tiene limite
ent=ay
lim h(z) = 1.

T—ra
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Teorema 4.6 Sea f : A — R una funcion tal que f(x) > m para todo x en un entorno de a,
entonces si lim f(x) =1, entonces | > m.
T—a

Teorema 4.7 Sea f : A+— R una funcion tal que lim f(x) = 1. Sea | > m. Entonces existe un
Tr—a

d >0 tal que si 0 < |z — a| < 0, entonces f(x) > m. Es decir si el limite de una funcion en un
punto x = a es mayor que cierto numero real m entonces existe un entorno de x = a en el que
la funcion es mayor que dicho m.

Como una consecuencia de este teorema se tiene que si m =0 y [ > 0, entonces
30 > 0, tal que Vx € (a —6,a+9), f(z) > 0.

Teorema 4.8 Sean f, g : A — R dos funciones tales que lim f(x) = | y lim g(x) = m.
T—a Tr—a

Entonces:

1. lim f(x) + g(x) =1+ m,
Tr—a

2. lim f(z) - g(x) =1-m, y en particular lim af (z) = al, Ya € R,

r—a T—a

l
3. limM =—,sig(x) A0, m#O0.
wvag(z)  m
Teorema 4.9 Sea dos funciones f: A— Ry g: Bw— R, tales que B C f(A) de forma que
existe la funcion compuesta (f o g)(x) = f(g(x)). Si existen los limites
lim g(x) =m, lim f(x)=1, = lim f(g(x)) =1L
T—m T—a

r—a

Teorema 4.10

1. Si f(z) y g(x) son continuas en x = a, entonces f(x) + g(x), f(x)-g(z) v f(x)/g(x) son
continuas en v = a, donde en el dltimo caso se supone g(x) # 0.

2.5 f: A= Ryg: Bw— R, tales que f(A) C B. Supongamos que [ es continua en
T =a y que g es continua en x = f(a). Entonces la funcion compuesta go f : A— R es
continua en x = a. Es decir,

tim g(f(x)) = g(lim £(2)) = 9(f(a).

3. Si f(x) es continua en x = a, existe todo un entorno de a, (a — d,a + 0) donde f es
acotada. O sea, existe un 6 > 0 tal que si |x —a| <0, |f(z)] < oo.

4. Sea f: A R una funcién continua en x = a y m un ndmero real tal que f(a) > m.
Entonces existe un 6 > 0 tal que si |v —a| <, f(x) > m. Es decir si el el valor de una
funcion continua en un punto x = a es mayor que cierto numero real m, entonces existe
un entorno de x = a en el que la funcion es mayor que dicho m.

En particular, si la funcion f: A+ R es continua en x = a entonces existe un entorno
de © = a tal que si f(a) > 0 entonces f(x) es mayor que cero en todo el entorno y si
f(a) < 0 entonces f(x) es menor que cero en dicho entorno. O sea, si f es continua en
T=a

30 > 0, tal que Vx € (a —d,a+9), signo[f(x)] = signo[f(a)].

Como consecuencia del apartado 2 del teorema anterior tenemos que si f(x) es continua en
[a, b] e inyectiva en dicho intervalo, entonces f~! es continua en f([a,b]).
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Asintotas de funciones.

Definicién 4.5 La recta © = a es una asintota vertical de la funcion f(x) si cualquiera de los
limites laterales de f(x) en x = a es igual a £oo, es decir si

i, 1) =00

Por ejemplo, la funcién f(z) = % tiene la asintota vertical x = 0.

Definicién 4.6 La recta y = n es una asintota horizontal de la funcion f(x) si cualquiera de
los limites de f(x) cuando x tiende a +00 es igual a n, o sea,

lim f(z) =n o lim f(z)=n.
r—r00 T—r—00
Por ejemplo, la funcién f(z) = —|m|;1 tiene dos asintota horizontales y = 1 e y = —1.
A by
y
f(x)
f(x)
\_,
a \ X X
. y=m x+n
\ y=m asintota oblicua
A . asintota horizontal
x=a asintota vertical

Figura 29: Asintotas horizontal y = m y vertical x = a (izquierda) y oblicua y = mz + n

(derecha).

Definicién 4.7 La recta y = mx + n es una asintota oblicua de la funcion f(x) si cualquiera
de los limites de f(x) — (mx +n) cuando x tiende a £oo es igual a 0, o sea,

lim [f(z) — (mx +n)] =0.

r—*+00

Para calcular la pendiente de las posibles asintotas oblicuas hay que calcular

f(x) fz)

my= lim —= 'y my= lim :
rT—+o0 I T——00 I
y luego
m = M [f(@) —me] oy e = lm [f(z) —myal]

Las asintotas horizontales son un caso particular de las oblicuas cuando la pendiente de estas
ultimas son iguales a cero.

2+ 1

Por ejemplo, la funcién f(z) = tiene la asintota oblicua y = x + 1 cuando * — —o0

y & — +00.



37

Teorema 4.11 Todas las funciones elementales son continuas en su dominio.

Definicién 4.8 Dos funciones f : A— R yg: A~ R se denominan infinitésimos equivalentes
en x = a si lim f(z) = 0, limg(z) = 0 y lim @) = 1 y se escribe f(x) ~ g(x) cuando x
r—a Tr—a Tr—a g(ﬂf)

tiende a a.

Definicién 4.9 (o0 pequena) Dados dos funciones f y g infinitésimales en cierto x = a, diremos

g(z)

que g(x) es un infinitésimo de orden mayor que f(x) en x = a si lim @) = 0 y se escribe
T—a €T

g(x) = o(f(x)) cuando x tiende a a.

2 2

Por ejemplo, la funcién x
y la funcién 23

es un infinitésimo de mayor orden que x en = 0, es decir z
es un infinitésimo de mayor orden que x/2
Utilizando esta notacién los infinitésimos tenemos

= O(ZL‘),
en x = 0, o sea, 2° = o(x%/?).

1. senz =z + o(x).
2. tanz =z + o(x).

3. arcsenz = x + o(x).

4. arctanz = x + o(x).
22
5. 1—cosz = 5 + o(2?).
6. (14+2)*—1=az+o(x).
7.0 —1=zlnb+o(z) .

8. log,(1 +z) = xzlog, e+ o(z) .

4.3. Propiedades de las funciones continuas.

Teorema 4.12 (Weiestrass)
Si la funcion f : [a,b] — R es continua en todo |a,b] entonces f estd acotada en [a,b] y ademds
f alcanza su mdzimo y su minimo en [a,b].

Teorema 4.13 (Bolzano)

Sea la funcion f : [a,b] — R es continua en todo [a,b] y sea que los valores en los extremos
f(a), f(b) son de signos distintos. Entonces existe un punto ¢ en el interior del intervalo [a, b)),
o sea, ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Teorema 4.14 (Teorema del valor intermedio) Sea f : [a,b] — R wuna funcién continua en
todo [a,b], y sean m y M su minimo y mdximo respectivamente. Entonces para todo y real tal
que m <y < M, existe un = € [a,b] tal que f(z) =y.
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A
f(x) f(x)

[ M=max(f)

N
Y
Y

f(b)<0 m=min(f) &

Figura 30: Teorema de Bolzano (izq.) y de los valores intermedios (der.)

4.4. Infinitésimos equivalentes.

Definicién 4.10 Dos funciones f: A— R y g : A — R se denominan equivalentes en r = a

si 1im J@) =1, y se escribe f(x) ~ g(x) cuando x tiende a a.
z—a g(1)

Definicién 4.11 Una funcion f : A— R se denomina infinitesimal en x = a si lim f(x) = 0.
T—a

2

Por ejemplo, f(z) = x* es infinitesimal en z =0y f(x) = sen(x — 2) es infinitesimal en x = 2.

Definicién 4.12 Dos funciones f : A— R y g : A — R se denominan infinitésimos equiva-

f(z)

lentes en x = a si lim f(z) =0, lim g(x) =0 y im ———= =1 y se escribe f(x) ~ g(x) cuando
Tr—a Tr—a r—a g(ﬂf)
x tiende a a.

Definicién 4.13 (o pequenia) Dados dos funciones f y g infinitesimales en cierto x = a,

g(x)

diremos que g(x) es un infinitésimo de orden mayor que f(x) en x = a si lim @) =0y se
r—a T

escribe g(x) = o( f(x)) cuando x tiende a a.

Por ejemplo, la funcién x? es un infinitésimo de mayor orden que z en x = 0, es decir z° = o(z),
y la funcién 2% es un infinitésimo de mayor orden que 32 en x = 0, o sea, 2> = o(2%/?).

Obviamente se tiene que:

1. Para todo m € R, m - o(z) = o(z),

2. La suma de un ntimero finito infinitésimos equivalentes es un infinitésimo,

3. El producto de un niimero finito de infinitésimos es un infinitésimo de orden superior.

La demostracion de estas propiedades se dejan como ejercicio.
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Definicién 4.14 (O grande)
Dos funciones f : A— R y g: A R se denominan comparable o del mismo orden en x = a

st lim @) =1, donde l # 0, |l| < o0 y se escribe f(z) = O(g(x)) o g(x) = O(f(x)) cuando x

@ g(x)
tiende a a.

Si ahora usamos los limites que probamos en el apartado anterior tenemos el siguiente

Teorema 4.15 Si x tiende a 0, entonces:

1. senx ~ z.
2. tanx ~ z.
3. arcsenx ~ .

4. arctanx ~ .

2
T

5. 1— ~—.
CoS T 5

6. 1+2)*—1~ax.
7.¢8—1~z, b —1~2xlnbd.

8. In(l+z)~uz, log,(l+z)~zloge.

Utilizando esta notacién los infinitésimos del teorema anterior se podran reescribir de la
forma:

1. senz =z + o(x).
2. tanz =z + o(x).
3. arcsenz = x + o(x).

4. arctanz = x + o(x).

22
5. 1—cosz = 5 + o(2?).

6. 14+ 2)*—1=az+o(x).
7.0 —1=zlnb+o(z) .

8. log,(1+ ) = xlog, e+ o(z) .
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y y A - f(b)

f(x)
f(x)=1/x

a - (0)
o) Vo

U(f(a)) | f)

Y

T T

U(a) U(c) U(b)

Figura 31: Continuidad uniforme: la funcién f(x) = 1/z en (0, 5] (izquierda) y z* en [0, b].

4.5. Continuidad uniforme (opcional)

Definicién 4.15 Se dice que una funcion f: A — R es continua en [a,b] si
Ve >0, Vy€lab], F0>0;, tqg |r—yl<d = |f(x)— [f(y)|<e,
Nétese que en este caso el § depende, en general, no sélo de € sino también de a.

Definicién 4.16 Se dice que una funcion f: Aw— R es uniformemente continua en un inter-
valo [a,b] si si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si para todos x e y de |a,b], tales que
|z —y| < 9, entonces |f(x) — f(y)] <e.

Teorema 4.16 (Heine)!
Si la funcion f : |a,b] — R es continua en todo |a,b] entonces f es uniformemente continua

la, b].
4.6. Problemas complementarios.

Problema 4.1 Utilizando la definicion e de limite prueba que:

X

; 2 , _
(a) alcl—%x =4 () alcli% 1+ sen?x 0
1
(¢) lim+z =1, (d) lim zsen— =0,
z—1 T—>00 X
. xsent . xsent

Problema 4.2 Demuéstrese que

lim f(z) =1 <= V{x,} con lim x, =a, setiene lim f(z,)=1.

T—ra n—o0 n—oo

IEste teorema también es atribuido a Cantor.
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Problema 4.3 Sabiendo que lim f(x) =1y, y que lim g(x) = Iy, demuéstrese que
T—a T—a

i (f(z)g(x)) = hls.

Tr—ra

Tr—ra

Problema 4.4 Calciulense los siguientes limites utilizando, si es posible, infinitésimos equiva-

lentes:

T sen xr

e
lim ———
(a) 250 7 —sena

— €

. 1/x2?
(© lipleosa)!,

oot —a”
lim ,
rz—a T — Qa

, tanx —sencx
lim ——,

x—0 l‘?’

sen x

e$ + Sen 53: - 1 SL’ r—sen T
(¢) 50 log(1 + 2z) (/) 50 \sen z
r—1 1 L2z
() 1fm ——— (h)  1fm SR €

z—0 arctan x

T—00 (,j(; — 1)5’3’

() lim VI7L )

, 3
, 11m<1 —'—x‘2)2arcsin17
z—=1 W —1

z—0

(k) lim (25E2 + 3z — 2) tan(mzx), (I) lim Senr T cos

o1 e—»2 1 —tanx
b a—b
mwmn“x . éa . (a>b), (n)lim——t
r—a 2 —a =% 3/(1 — senx)?

V1+senz —+/1—senz

I
(0) xlg}z tanx
Problema 4.5 Sea la funcion
1
=1 .
fo) = i T
Estudiar la continuidad de la funcion en los puntos x = —1, x =0 y x = 1. ;Es continua dicha

funcion en todo R?

Problema 4.6 Calcular las asintotas de las siguientes funciones:

@ f@) =2t 0 o) = (@) he) =
20 + 1 22— 1 -1
(d) I(z) = Py (e) plx)= JENEE (f) hz)= 2 _ 4

q(z) = Vr —a—/z,

a >0,
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Problema 4.7 Estudiese la continuidad de las siguientes funciones:

2 l ST T el/t i
(a) f<x>:{“e“x 70w h<x>:{ 70

0 six=0. 0 stz =0.

x?—1 < —1

(c) g(x)= ;SGH?TSL’ —l<z<1l, (d I(z)=z—E[zx].
Inz z>1

Nota: F[z| =z€ Z :z <z < z+1 (parte entera de x).

Problema 4.8 Prueba que si f es continua en un punto a y g lo es en f(a), entonces go f es
continua en a.

Problema 4.9 Demuéstrese que si f es continua, entonces lo es |f|. Es cierto el reciproco?.
Problema 4.10 Justifiquese que la ecuacion "senx = x — 1”tiene alguna solucion.

Problema 4.11 Sea f : [a,b] — R una funcion continua, tal que f(q) =0 Vg € QN Ja,b].
Demuéstrese que f(x) =0 VYx € [a,b].

Problema 4.12 Demuéstrense los siguientes teoremas de punto fijo:
1. Sea f :1]0,1] — [0, 1] una funcidn continua. Entonces eziste ¢ € [0,1] tal que f(c) = c.

2. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas tales que f(a) > g(a), f(b) < g(b).
Entonces eziste ¢ € [a,b] tal que f(c) = g(c).

3. Sea f:]0,1] — R una funcion continua, tal que f(0) = f(1). Entonces para cada n € N
eziste ¢ € [0, 1] tal que f(c) = f(c+ 1/n).

Problema 4.13

1. Demostrar que cualquier polinomio P, (z) de grado n impar tiene al menos una solucién
real. jes cierto ésto para n par?

2. Demostrar que la ecuacion tanx = x tiene infinitas raices reales.
3. Demostrar que la ecuacion 2% = 1 tiene al menos una solucién para z < 1.

4. Sean a,b dos parametros reales tales que 0 < a < 1y b > 0. Demuestre que la ecuacién
xr = asenx + b tiene por lo menos una raiz positiva no mayor que a + b.

1
Problema 4.14 Demuéstrese que ¥ x > 0 se tiene x + — > 2.
x

Problema 4.15 Demuestra que la ecuacion x* = In(1/z) tiene al menos una solucién en
x> 0.
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5. Funciones derivables.

Definicién y primeras propiedades. Derivacion de la funcién compuesta. Derivacion de la
funcion inversa. Derivadas laterales. Funcion derivada. Extremos relativos. Teorema de Rolle.
Teoremas del valor medio: consecuencias. Regla de 'Hopital: aplicacion al calculo de limites.
Derivadas de orden superior.

5.1. El Concepto de derivada de una funcion

Uno de los problemas méas antiguo de la Geometria y por tanto de la Matematica era el
problema de encontrar las rectas tangentes y normales a una curva dada. Este problema tiene
un sinfin de aplicaciones practicas:

1. Calcular el dngulo entre dos curvas (Descartes)

2. Construir telescopios (Galileo)

3. Encontrar méximos y minimos (Fermat)

4. Velocidad y aceleracién del movimientos de cuerpos (Galileo, Newton)

5. Astronomia, movimiento de los cuerpos celestes (Kepler, Newton)

Figura 32: La recta y = ma + n tangente a una curva f(x) y recta normal

Para algunas curvas los griegos sabian como encontrar dichas tangentes. Por ejemplo, la
circunferencia.

El problema es més complicado para una curva en general. Intentemos calcular la pendiente
m de la recta tangente a una curva dada en un punto (a, f(a)).
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f(x)

y=m x+n
f(a+h)
b
f(a)
X
-
0 S a a+h
L] sth |

Figura 33: La recta y = mx + n tangente a una curva f(x)

De la figura podemos comprobar que dicha pendiente toma el valor:

fla) b b=t
5 s+ h h

Si h es suficientemente pequeno b~ f(a + h)

_ fasn) — f(a)
)],

Por ejemplo, Fermat usaba la formula anterior sélo para aquellas curvas donde desaparecia
el término h del denominador y luego sustitufa h = 0. Por ejemplo: Sea la parabola y = 22

h2_ 2
mszQa—l—h = m = 2a.

Esto no funciona para funciones mas “complicadas”: f(z) = sinz.

Otro genial matematico que consideré el problema fue Barrow
Barrow tenfa un método geométrico muy ingenioso para las curvas definidas por la ecuacion

fz,y) = 0.
Ejemplo: la hipérbola f(x,y) =2y —p=0.
fle+hy+k)=0=(x+h)(y+k)—p=0 =
(x-y—p)+h-y+a-k+h-k=0,
—_—

=0
por tanto

> =
SRS

h-y+x-k — = —
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fx)

y=m Xx+n

(x+h,y+k)

Figura 34: La recta y = mx + n tangente a una curva f(x)

Los dos métodos descritos se hace uso de “cantidades infinitésimales”, pero ;jqué son esas
cantidades infinitesimales?

Isaac Newton (izquierda) y Gottfried Leibniz (derecha)

Para evitar el uso de las cantidades infinitesimales Newton considera que las cantidades
matematicas estan descritas por un movimiento continuo:

Las curvas son descritas y de esta forma generadas, mo por una disposicion de
partes, sino por el continuo movimiento de puntos.

Newton en De Methodis serierum et flurionum define los dos principales problemas del
calculo:
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Problema 1 Dada la relacién entre las cantidades fluentes (variables), encontrar la relacién
de las fluxiones (derivadas),

Problema 2 Cuando una ecuacién para las fluxiones (derivadas) de cantidades es dada, de-
terminar la relacion de las cantidades.

En De quadratura curvarum (1704) describe un método directo para calcular las fluxiones:
ejemplo f(z) = 2"

Cuando la funcion x fluyendo se convierta en x + h, la funcion x" se convierte en
(x + h)", esto es por el método de series infinitas

n(n —1

2 4+ nha" ! 4 hha" 2 + - - + ete.

Y el incremento h (de z) y

n(n—1

nhz" ! + hha™ 2 + .-« + etc.

(de ™) es uno a otro como 1 a

—1
na" 1t + MnThx"_Q + ...+ ete.

Ahora dejemos que estos incrementos (h) se desvanezcan y su dltima razon serd
como 1 a nz" .

Para resolver los inconvenientes de los infinitesimales se necesitaron mas de 200 anos. jSe
necesitaba el concepto de limite!

)t L0 = S)

h—0 h

El segundo descubridor del Calculo diferencial fue Leibniz. La idea original de Leibniz
era considerar las curvas como una union de infinidad de segmentos indivisibles de longitud
infinitesimal de forma que la prolongacion de estos segmentos daban las rectas tangentes a la
curva en los distintos puntos. Leibniz afirmaba

Una figura curvilinea debe ser considerada lo mismo que un poligono con un infinito
numero de lados.

Se necesitarian otros 100 anos mas hasta que apareciera en 1960-70 el Calculo no estandard
de A. Robinson que es la fundamentacion sélida del calculo leibniziano.

Hoy dia usamos la notacién introducida por Leibniz para el diferencial d f(x), la derivada
df(@) y | para la integral La notacién f’(x) para la derivada se debe a Lagrange (1797).

dx

5.2. Derivabilidad de una funcidn.

Definicién 5.1 (Bolzano 1817, Cauchy, 1821) Se dice que una funcion f: A — R es deri-
vable en x = a si existe el limite

lfm f@) = fla) _ lfm

T—a xr—a h—0

fla+h) - f(a)
- :

Dicho limite se denomina derivada de f(z) en z=a.
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f(x)

f(x)

y=m x+n

(x.f(x))
oy f
f'(a)(x—a)=df(a)

(af@)

o xf@)

0 a X

Figura 35: Construccion de la recta ¢ tangente a una curva f(x) en un punto x = a (izquierda).
El diferencial df(a) de una funcién f(x) en el punto x = a (derecha).

Geométricamente significa que la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el
punto z = a es igual a f’(a) y por lo tanto la ecuacién de la recta tangente a la curva en z = a
se escribe como

y— fla) = f'(a)(z — a). (5-3)

Definicién 5.2 Se dice que una funcion f: A — R es derivable por la izquierda en © = a si
existe el limite lateral

o S = @) flath) = f)

rT—a— Tr—a h—0— h ’

que denominaremos derivada por la izquierda en x = a. Dicha derivada la denotaremos por
f'(a=).

Teorema 5.1 Una funcién f: A — R es derivable en © = a si y sélo si f(x) es derivable
por la izquierda y por la derecha en x = a.

Definicién 5.3 Diremos que f : A — R es diferenciable en x = a (punto de acumulacion de
A) si existe una constante C' tal que f(x) — f(a) = C(x —a) + o(x — a). La funcion C(z — a)
se denomina diferencial de f en x = a y se denota por d f(a).

5.3. Propiedades de las funciones derivables

Definicién 5.4 Diremos que una funcion f(x) tiene un mdzimo local en el punto x = a si en
todo un entorno (a — d,a+46), 0 >0, de v = a, f(z) < f(a).

Diremos que una funcion f(x) tiene un minimo local en el punto x = a si en todo un entorno
(a—6,a+9),0>0,dex=a, f(x) > f(a).
Tomemos como ejemplo la funcién
x? -1 <x <2,
flx) = ; g(x) =sinmz, x€][0,2].
—2r+8 2<uz<6,

cuya grafica estd representada en la figura 36.
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YA y A
4 €
f(x)
1 .

1+ y

: ‘ : - ‘ ‘ -
0 2 4 6 X 0 1/2 1 3/2 2 X
_477 _l,,

Figura 36: Maximos y minimos locales.

Teorema 5.2 (Lema de Fermat) Si una funcion tiene un extremo local en x = a y f(z) es
derivable en x = a, entonces, f'(a) = 0.

YA

"

-

Figura 37: Lema de Fermat.

Teorema 5.3 (Teorema de Rolle) Sea f(z) : [a,b] — R, continua en [a,b] y derivable (a,b)
tal que f(a) = f(b). Entonces, 3¢ € (a,b), tal que f'(c) =0

Teorema 5.4 (Teorema del valor medio de Lagrange) Sea la funcion f(z) : [a,b] — R,
continua en todo el intervalo cerrado |a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b). Entonces,
existe un ¢ en el interior de del intervalo [a,b], ¢ € (a,b), tal que

f(b) = fla)

fle) =202
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f(a)=f(b)

=< ¥

Figura 38: Interpretacion geométrica del Teorema de Rolle.

A
y

f(a)

/

f(b)

Figura 39: Interpretacion geométrica del Teorema del Valor Medio de Lagrange.

Teorema 5.5 (Teorema del valor medio de Cauchy)

Sean dos funciones f(z) : [a,b] — R y g(x) : [a,b] — R, continuas en todo el intervalo
cerrado [a,b] y derivables en el intervalo abierto (a,b). Entonces, existe un & en el interior de
del intervalo [a,b], & € (a,b), tal que

Teorema 5.6 (Regla de L‘Hospital para la indeterminacion g I)
Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Las funciones f(x) y g(x) estdn definidas y son derivables en un entorno del punto r = a
(excepto quizds en el punto v = a)

2. lim f(z) = limg(z) =0

Tr—ra T—ra

3. ¢'(x) # 0 en dicho entorno de x = a (excepto quizds en el punto v = a)

/
4. Fxiste el limite lim f(z)
T—a g’(x)
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f(x)

Entonces existe el limite lim ——= y es igual a lim ———=.
z=a (1) za g'(1)

5.4. Derivadas de orden superior.

Si existe la derivada de una funcién f(z) en todo un intervalo [a,b] podemos definir una
nueva funcién que coincide con la primera derivada en dicho intervalo. Es evidente que podemos
definir la derivada de esta nueva funcion. Asi definiremos la segunda derivada, que denotaremos

d? f(x0)

por f"(xy) o T de una funcién en un punto z = zy la derivada de la funcién f’(x) en
T

T = Tg, O sea,
/ ! / _ !
lm f'(x) — f'(20) — lim f'(vo +h) f(xo).
z—0 T — X h—0 h

Si existe la segunda derivada para todo x comprendida en un intervalo [a,b] podemos definir
la funcién segunda derivada de f en dicho intervalo. Andlogamente, si existe la derivada de
orden n — 1, f™1(x), podemos definir la funcién n-ésima derivada de f, que denotaremos por

dn
f™(z) o f(x)’ a la funcién (si existe) definida por
:L‘n
(n—1) _ £(n-1) (n—1) h) — (n—1)
lm S ) = S (@) lim S @o+h) — f (%)’ Vo € [a,8].
T—T0 xr — X h—0 h

5.5. Problemas complementarios.

Problema 5.1 Probar que
1. (z%) =az*!, VYaeR, zeR
2. (senz) = cosz, reR

3. (cosz) = —senz, reR

1
cos?x’
1
V1—=2?2

4. (tanzx) =

xER—{g+nw}, neu

5. (arcsenz) = re(-1,1)

6. (arccosz) = — r e (—1,1)

V1—a?
1

1+ 22’ veR

7. (arctanz)’ =

8. (arcctgz) = reR

14 a?
9. (a®) =a"Ina, Va>0,a#1, xz€R

1
10. (log, z)" = T x>0,a>0
zlna

11. (shz) = chz, reR

12. (chz) = shuz, r e€R
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1
18. (tanhz) = —5—, reR
ch“x
1
sh“x

Problema 5.2 Calcular las derivadas f'(x) de las siguientes funciones:

(a) f(x)= %, a,bc,d e R, (b)) g(x)=+v2?—a?

() h(z) =sen?(cosx) + cos’(senz), (d) I(z)= \/ZL‘ +Vzr+vr+1,
(e) y(x)=In[In(lnx)] (f) p(x) = arcsen(cosx).
Problema 5.3 Calcular las derivadas f'(z) de las funciones del problema 4.4.

Problema 5.4 Calcular las derivadas f'(x) de las siguientes funciones:

(@) y=e"senw, (b) y=+vaz—-1-1,

(c) y=xel/®, (d) y= 22",

(€ y=(e—2", (f) y=( =D,
T x?—1

9) y=1— (h)y = 57
T el/x

<Z> y_<x_+12)37 (]) yzl—x’

(k) y=15", () y=nl(z~ 1)z - 2)].

(m) y= 2 1) (n) y=log,(1+sen(e”)).

Problema 5.5 Sean f, g funciones derivables en todo R. Escribir la derivada de las siguientes
funciones:

(@) y=P@ T D, O y:t(%) (g #0)

(c) fl@p@, [f(z)>0, (d) logsy g(x), flx),g9(z)>0.

Problema 5.6 Estudiese la continuidad y derivabilidad de la funcion

f(x):{ xsen“% st x # 0,

0 st x =0,

para los distintos valores a,b > 0.
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Problema 5.7 ;FEs derivable la funcion

- (x—2)eﬁ st T # 2
f(x)_{() ST =2

enx =27
Problema 5.8 ;En qué puntos la grdfica de la funcion f(z) = x + (senz)'/? tiene tangente
vertical?.

2

Problema 5.9 ;Para qué valor de a la pardbola y = ax® es tangente a la curva y = logx?.

Escribase la ecuacion de la tangente comin.

Problema 5.10 La funcién f(z) =1 — v/22 se anula en —1 y 1, y, sin embargo, f'(x) #0 en
(—1,1). Explicar esta aparente contradiccion con el teorema de Rolle.

Problema 5.11 Sea la funcion
3 — 22

fx) = 2

1
— st x>1.
T

siox <1,

¢Se puede aplicar el teorema del valor medio en [0,2]? En caso afirmativo hdllese el punto (o
puntos) de la tesis del teorema.

Problema 5.12 Utilizando el Teorema del valor medio demuéstrese las siguientes desigualda-
des:

T

(a) [|senz| < |z|, VzeR, (b <log(l+z) <=z (x > 0).

1+z
Problema 5.13

1. Utilizando el Teorema del valor medio calcule

, 1 1
lim |(1 4 z)'te — wa] :
T—00

2. Sea f una funcion deriwable. Calcula

I f(z+bh) — f(x — ah)
h0 (a+b)h

con a,b > 0.
Problema 5.14  Utilizando el Teorema del valor medio demuestre que:
L. senx +tanz > 2z, (0 <z < %),
2. che >1+2%, z#0,
3. La ecuacion e* = 1 + x no tiene ninguna solucion real excepto la trivial z = 0.

4. Para |z| << a (Jz —a| = 0), > = /2= con una presicién hasta orden (2).

a—x
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Problema 5.15 Dada la funcion
B zlog’x
YTIT logz’
determinese

1. Su campo de existencia.
2. Sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
3. Sus extremos relativos.
Problema 5.16 Considérese la funcion f(z) = 2z — 32%/3.
1. Estudiese su continuidad y derivabilidad.
2. ¢Cumple esta funcion las hipodtesis del Teorema del valor medio en el intervalo [—1,1] ¢
3. Hallar los mdzimos y minimos absolutos de esta funcién en el intervalo [—1,2].

Problema 5.17 Sea
A4z + 22 si <0
o) ={ . b

Bsenx sio x>0
1. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), cuando x < 0.
Hallar los valores de A y B que hacen que f sea derivable en x = 0.

Para los valores de A y B calculados en (b), ses f derivable en toda la recta real?

Para los valores A = —1 y B = 1, salcanza f un valor minimo (absoluto) en la recta
real? En caso afirmativo, hallar el valor minimo (absoluto) y el punto x para el que se
alcanza ese valor.

5. Para los valores A = —1 y B = 1, salcanza f un valor mdzimo (absoluto) en la recta
real? En caso afirmativo, hallar el valor mdzximo (absoluto) y el punto x para el que se
alcanza ese valor.

Problema 5.18 Calcule las n—ésimas derivadas de las siguientes funciones:
(@) f(z)=senax, a€R (b) g(z)=-cos(ar), a€R (¢) h(x)=

(d) l(z)=e", a€R, (e) p(x)=log,(bx), a,b>0, gx)=2", mneN.

Problema 5.19 Férmula de Leibnitz para la derivada n-ésima de un producto. Si f,g son
funciones n veces derivables en R prueba que fg también lo es y que se verifica:

n) __ n n n n—1) / n n—2) I n n
(fg)()_(o)f( )g—l—(l)f( )g+(2)f( )g +...+(n)fg( ).

Problema 5.20 Utilizando la formula de Leibnitz calcular las siguientes derivadas:

(@) f™(z), fla)=2a"senz, (b) ¢P(z), g(z)=e"cos(z),

() hO(x), h(z)=—, (d) 1¥(x), I(z)=e""In2m.
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Problema 5.21

1. Sea f : [a,b] — R derivable. Si f admite k(> 2) raices en [a,b], entonces f' admite la
menos k — 1 raices en |a,b)].

2. Si f esn veces derivable en [a,b] y se anula en n+1 puntos distintos de [a,b], prueba que
f™ se anula al menos una vez en [a, b].
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6. El teorema de Taylor.

Concepto de diferencial en un punto. Polinomio de Taylor. Resto n-ésimo. Teorema de Tay-
lor. Aplicacion al calculo de limites, aproximacion de funciones, extremos relativos y convexidad.
Aplicacion a la representacion grafica de una funciéon en forma explicita.

6.1. El polinomio de Taylor

Definicién 6.1 Dos funciones f: A— R y g: A— R se denominan equivalentes en x = a si
lim J@) =1, y se escribe f(x) ~ g(x) cuando = tiende a a.
z—a g(x)

Definicién 6.2 Una funcion f : A— R se denomina infinitesimal en x = a si lim f(x) = 0.
Tr—a

2

Por ejemplo, f(z) = x* es infinitesimal en . =0y f(x) = sen(x — 2) es infinitesimal en x = 2.

Definicién 6.3 Dos funciones f : A— R yg: A R se denominan infinitésimos equivalentes

en x = a silim f(z) =0, limg(z) = 0 y lim @) = 1 y se escribe f(x) ~ g(z) cuando x
T—a T—a T—a g(gj‘)

tiende a a.

Definicién 6.4 (o pequenia) Dados dos funciones f y g infinitésimales en cierto x = a, diremos

g()

que g(x) es un infinitésimo de orden mayor que f(x) en x = a si lim @) = 0 y se escribe
Tr—a €T

g(x) = o(f(x)) cuando x tiende a a.

2 2

= o(z),
en ¥ =0, o sea, 2> = o(x%/2).

es un infinitésimo de mayor orden que x en = 0, es decir z
3/2

Por ejemplo, la funcién x
y la funcién 23 es un infinitésimo de mayor orden que x

Obviamente se tiene que:

1. Para todo m € R, m - o(z) = o(z),

2. La suma de un numero finito infinitésimos equivalentes es un infinitésimo,

3. El producto de un niimero finito de infinitésimos es un infinitésimo de orden superior.

Usando lo anterior podemos reescribir la definiciéon de funcién diferenciable.

Definicién 6.5 Diremos que f: A — R es diferenciable en © = a (punto de acumulacion de
A) si existe una constante C' tal que f(x) — f(a) = C(x —a) + o(x — a). La funcion C(z — a)
se denomina diferencial de f en x = a y se denota por d f(a).

Noétese que el diferencial de f en x = a es Unico pues como lim, _,q olz) — 0, entonces

h’mM:lim(C+M):C. x

r—ra Tr— a r—a Tr— a

El diferencial tiene un significado geométrico muy importante, es justo la distancia entre
f(a) y el valor y(x) de la recta tangente a f en x = a

Si tenemos en cuenta que el diferencial de la funcién f(z) = z en cualquier punto a € A
es dx(a) = 1(x — a), podemos redefinir el diferencial de una funcién de la forma d f(a) =
f'(a)dz(a), asi se tiene la siguiente



o6

f(x)

y=m x+n

(.f0)

P,

(xy)

(a.f()) f(a)(x-a)=df(a)

o (xf@)

X P,(x)

0 a X f(x)

Figura 40: El diferencial df (a) de una funcién f(z) en el punto # = a (izquierda). La curva
Py(z,a) tangente a f(z) en x = a (derecha).

Definicién 6.6 Se define como diferencial de una funcion f(x) a la cantidad d f(x) definida
por

df(z)=f'(z)dz. (6.4)

Con la notacién anterior, y de la definicién de diferenciabilidad se deduce ademéds que f(x+h) ~
f(z) +d f(x). Es decir,

fla+h) = f(x)+d f(x)+o(h) = f(x)+ [ (x)h+o(h), <= [f(z)=f(a)+ [ (a)(z—a)to(z—a).
Definamos el polinomio Pi(z,a) = f(a)+ f'(a)(z — a), entonces
f(@) ~ Pw,a) = of¢ —a), = f(a) = Pu(a,a), f'(a) = Pl(a,a).

. De qué manera podemos construir un polinomio que aproxime a nuestra funcién en un entorno
de un punto x = a hasta érdenes mayores, digamos o[(x — a)"]?

Probemos con una curva algo méas complicada: una pardbola
Py(z,a) = A(x —a)* + B(z — a) + C,

que sea tangente a f en x = a, o sea, tal que Py(a,a) = f(a), y Pj(a,a) = f'(a). Ello nos da

Py(r.0) = Alw—a) + f@)a—a)+ fla). = Pa(w.a) = fa) + f@)a—a)+ 1D (aa?

Nétese que Py(a,a) = f(a), Pi(a,a) = f'(a) y Py(a,a) = f"(a). Es decir, el polinomio
Py(z,a) es tangente a f y el punto de tangencia es de orden 2.

Definicién 6.7 Diremos que un punto x = a es un punto de tangencia de dos funciones f
y g de orden n si f y g son tales que f(a) = g(a) y sus derivadas f*(a) = g*(a), para
k=1,2,...n.

Definamos el siguiente polinomio de grado a lo mas n

Pu(z,a) = ap(x —a)" + an_1(x —a)" ' + a1 (z — a) + ao,
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de forma que P,(x,a) tenga un punto de tangencia de orden n con la funcién f(x) que supon-
dremos n-veces derivable en z = a. Luego, ay, ..., a, de P,(z,a) son

f<a> = Pn<a7 a’)v f,(a) = Pé(av a)v f”<a) = Prlzl(av a)v T
f" (@) = P a,a), f7(a) = B0, ).
Las ecuaciones anteriores son faciles de resolver pues

f*(a)
R

py(zk)(a’ a) = klag, por tanto ap =

Definicién 6.8 Dada una funcion f(x) n-veces derivable en un entorno de x = a, llamaremos
polinomio de Taylor de grado a lo mds n de la funcion f(z), y lo denotaremos por P,(x,a), al
polinomio

(n) a (nfl) a
Pl = e e e P - @)+ 0
k(g
= / k'< )(a: —a)", gradoP,(z,a) <n .

e

=0

Teorema 6.1 (Teorema local de Taylor) Sea f(x) n—wveces derivable en un entorno de x = a
y sea P,(x,a) el polinomio de Taylor. Entonces,

lim f(z) = Palz, a) =0, <= f(z)— Pyx,a) =o[(x—a)"].

T—a €T — a)”

Teorema 6.2 (Polinomios de McLaurin de las funciones elementales.)

1. senz = ;(—1)’“1 2k = 1)1 + o(z*")
2. cosx = kz%(_l)k(;k)! + o(z** 1)
3. (1+x)*=1+ Y %xk—i—o(:c"), (@) =ala—1)---(a—k+1).
4. " = x_' + o(z")
k=0
5. In(1 +z) = Y (—l)kH%Jro(x")
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Aplicaciéon al calculo de limites

Usando los desarrollos del teorema anterior tenemos, por ejemplo,

r—senz |, x—z+23/64+0(x*) 1 o) 1
——— =lim =— + lim —=~ = —.
x—0 3 x—0 3 6 z—=0 3 6

Otro ejemplo es

, e —1—x2 ., 14+ax+2*/2+0(z*)—-1—2x 2?/2+o(x?) ., 14 o(x?)/x?
lim ——— = lim =lim ————~ = — =1,
250 1 —cosz 20 1—(1—122/2+ o(z?)) 250 12/2 + o(x2) 220 1 + o(2?) /22
Teorema 6.3 (Estimacion del error del Teorema de Taylor) Sea f(x) una funcion (n)—wveces

derivable en |a, x] y con n—ésima derivada continua en |a, x| y derivable en (a,z) y sea P,(x,a)
el polinomio de Taylor

nofk)
P,(x,a) = Z /() (z —a). (6.5)
k=0
Sea ¢(x) una funcion continua en [a,x] y derivable en (a,z) con ¢'(z) # 0 en (a,x). Entonces
existe un ¢ € (a,x) tal que

¢(z) — ¢(a)

R T e AT ) (6.6)
Corolario 6.1 1. Formula del resto de Taylor en forma de Cauchy.
(n+1)
R,(x,a) = fi'(c)@ —o)"(x—a), cé€(a,x). (6.7)
n!

2. Formula del resto de Taylor en forma de Lagrange.

f(n-l—l)(c) (:L‘ B a)n+1

R, (z,a) = CE , c€(a,z). (6.8)
3. Formula del resto de Taylor en forma de Scholémilch.
(n+1)
R,(z,a) = fli@(x — )" P(x —a), c€(a,x), p>0. (6.9)
n!p

Teorema 6.4 (Condicion suficiente de extremo) Sea f continua en todo un entorno de un
punto x = a y y derivable en todo un entorno de un punto x = a excepto quizd el propio punto
x=uay f'(x) cambia de signo al pasar por x = a. Entonces f tiene un extremo local en x = a.

Las condiciones del teorema anterior son solo suficientes.
2 2 1
20° +xsen, x#0

f(z) = . (6.10)
0, x=0

Esta funcién tiene un minimo local (de hecho global) en z = 0 pues
2? < f(z) < 32, — f(x) >0, VzreR.
Ademas, f es derivable en todo R siendo

4x—|—2:csen%—cos%, x#0

0, =0

Cualquiera sea el entorno de x = 0 que escojamos a la izquierda y a la derecha del mismo hay
valores de x para los cuales f’ es positiva y negativa (ver figura 41), o sea, f’ no tiene ningin
signo determinado ni a la izquierda ni a la derecha de x = 0.
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0. 00175

0. 0015+
0. 00125}

0.001;
0. 00075¢

0. 0005+

0.02

Figura 41: La funcién f definida en (6.10) y detalle de la misma (derecha).

6.2. Convexidad de una funcion

Se dice que una funcién f(x) es estrictamente convexa hacia abajo (céncava) en (a,b) si
cualquiera sea la recta secante s que corte a f en los puntos z; < xs, 1, x5 € (a,b), esta siempre
por encima del grafico de la curva y = f(x) en el intervalo (z1, xs)

y A

f(x) s

Figura 42: Definicién de funcién convexa hacia abajo (céncava).

Sea g(x) a la recta secante que pasa por los puntos (xy, f(z1) v (x2, f(22)) tenemos

i@i:ﬂﬂ&x_myz(“‘x)f@ﬁ+(x_m)f@ﬁ

To — T1 T2 — T T2 — X7

g(x) = f(z1) +
Entonces cualquiera sea x € (z1, x3), podemos escribir

T = (IQ_x)xle(x_xl)xgz(l—t)xl—l—t:cg,

To — T1
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Luego, si f estd por debajo de g en (x1,z2) tenemos f(z) > g(z), de donde se deduce que
fI(1 =)y +txs] < (1 —t)f(x1) + tf(xq), y viceversa.

Definicién 6.9 Una funcion f(z) es estrictamente convexa hacia abajo (céncava) en (a,b) si
v.l’l, T9 € (CL, b), vVt € [O, 1], f[(l — t).Tl + tl’g) < (1 - t)f(l’l) + tf(.’L'Q),
0, equivalentemente, para todo x1, x5 de (a,b), y todo x tal que xr1 < r < T3,

f(z) = f(z1) < f(%)‘f(x).

r — T To — X

Si las desigualdades anteriores no son estrictas se dice que f(x) es convera hacia abajo.

Geométricamente la convexidad se puede interpretar de la siguiente forma: dadas las secantes

que pasan por los puntos (z1, f(x1)), (x, f(x)) —s1 en la figura 43—y (z, f(x)), (x9, f(x2)) —S2
en la figura 43—, la pendiente de la primera siempre es menor que la de la segunda.

Ay

f(x)

Figura 43: Interpretacién geométrica de la convexidad (hacia abajo) segun las pendientes de
las rectas secantes.

Teorema 6.5 Para que una f(z) derivable en (a,b) sea convexa hacia abajo (concava) en (a,b)
es necesario y suficiente que su primera derivada no decrezca. Ademds si f'(x) es estrictamente
creciente en todo (a,b), entonces f(z) es estrictamente convexa hacia abajo.

Corolario 6.2 Para que una f(x) dos veces derivable en (a,b) sea convera hacia abajo (cénca-
va) en (a,b) es necesario y suficiente que f"(x) > 0. Ademds si f"(x) > 0 en todo (a,b),
entonces f(x) es estrictamente convera hacia abajo.
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El siguiente teorema nos da otra interpretacion geométrica de la convexidad pero para
funciones derivables.

Teorema 6.6 Una funcion f(x) derivable en (a,b) es convexa hacia abajo (cdncava) en un

intervalo (a,b) si y sdlo si la curva y = f(x) no estd por debajo de cualquiera de las rectas
tangentes a ella en dicho intervalo.

Ay

f(x)

Figura 44: Funcién convexa hacia abajo (céncava) y sus rectas tangentes.

Definicién 6.10 Una funcion f(x) es estrictamente convexa hacia arriba (convexa) en un
intervalo (a,b) si cualquier recta secante s que corte a f en los puntos 1 < T3, 1, %2 € (a,b),
estd siempre por debajo del grdfico de la curva y = f(x) en el intervalo (z1,x2), tal y como se
muestra en la figura 45 (izquierda), o equivalentemente, si

Vi, x5 € (a,b), Vt €10,1], f[(1—1t)xy +tag) > (1 —1t)f(x1) + tf(22),
0, equivalentemente, para todo xy, x5 de (a,b), y todo x tal que 1 < r < T3,

f(z) = f(x1) > f(l’z)_f(x)

r — I To — X

Teorema 6.7 Para que una f(x) derivable en (a,b) sea convera hacia arriba en (a,b) es nece-
sario y suficiente que su primera derivada no crezea. Y si es estrictamente decreciente entonces
es estrictamente convexa hacia arriba.

Corolario 6.3 Para que una f(x) dos veces derivable en (a,b) sea convexa hacia arriba en
(a,b) es necesario y suficiente que f"(x) < 0. Ademds si f"(x) < 0 en todo (a,b), entonces
f(z) es estrictamente convezra hacia arriba.
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) ) s %)

Figura 45: Funcién convexa hacia arriba (convexa).

6.3. Puntos de inflexion

Definicién 6.11 Un punto x = a es un punto de inflexion de la funcion f(x) si en un entorno
de dicho punto la grifica de la funcion f(x) tiene diferentes direcciones de convexidad a la
1zquierda y derecha del punto

f(x) f(x)

Figura 46: Punto de inflexién convexa a céncava.

Obviamente los puntos de inflexion de f(z) son los extremos de f'(z).

Teorema 6.8 (Condicion necesaria para la ezistencia de un punto de inflexion) Si f(x) tiene
un punto de inflexion en x = a, entonces o f"(a) =0 o f"(a) no existe.

Teorema 6.9 (Condicion necesaria y suficiente de punto de inflexion) Sea f(z) : A — R
una funcion tres veces derivable en un entorno del punto x = a tal que f"(a) = 0, entonces la
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funcion tendrd en x = a un punto de inflexion si f"(a) # 0. Si f"(a) > 0 entonces la funcion
pasard de convezra hacia arriba a conveza hacia abajo y si f"(a) < 0, entonces la funcion pasard
de convexa hacia abajo a convexa hacia arriba.

6.4.

Aplicaciones a la representacién grafica de funciones.

Esquema para la representacién de la funcién y = f(z).

1.
2.

Ejemplo 6.1 Estudiar la funcion f(zx) =

Determinar el dominio de la funcién f(x).
Determinar si la funcién tiene simetria par o impar, o si es periddica.

Determinar los puntos de discontinuidad de la funcién (evitables y no evitables) asi como
las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcion.

Encontrar los puntos de corte con los ejes, o sea, los ceros de la funcién f(z) = 0, y el
punto f(0).

Encontrar los extremos de la funcion y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Encontrar los puntos de inflexién de la funcion y los intervalos de concavidad y convexidad.

_a:2+1
x2—1

Dominio de la funcién: Vo € R — {—1,1}

La funcién tiene simetria par. (es suficiente estudiarla para z > 0)

Tiene dos puntos de discontinuidad no evitables de salto infinito: x = —1, = 1. Ademas:

y > +1 y x2+1_+

el 22 1 0 ahh gz 1 o
y

i :162+1_+ I x2+1_

a:—gI—r%— 2 —1 = TO0 m—}ﬂ-‘,— 2 —1 -
por tanto las rectas x = 1 y x = —1 son las asintotas verticales. La funcion tiene una
unica asintota horizontal y = 1, pues
2 2
v +1 e+ 1
lim i = lim R 1

T——00 ,jL’Q —1 T—+00 3;‘2 —1 o

Los puntos de corte con el eje son (0,—1) y no tiene ceros (cortes con el eje x) pues
f(x) = 0 es equivalente con 22 + 1 = 0 que no tiene soluciones reales.

. Vamos a encontrar los extremos de la funcién y los intervalos de crecimiento y decreci-

miento. Para ello calculamos f’(z) = 0 (nuestra funcién es continua y derivable en todo
su dominio)
d [«2+1] —4x
do |22 —1] (22 —1)%’
ademds f'(x) tiene diferentes signos a la izquierda (es positiva) y a la derecha (es negativa)
del z = 0 por lo que x = 0 es un maximo local. Si utilizamos la segunda derivada
1222 + 4
fi(z) = 22 = 1)

f(x) =0 < x=0,

f"(0)=—-4<0.
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i [

. I

) J \
= _(2) /" \

} [

s '/

Figura 47: Funcién f(r) = — T
x J—

Luego para x € (—o00,0) la funcién f(x) es creciente y para x € (0, +00) es decreciente y
tiene un méximo local en x = 0.

6. Vamos a encontrar los puntos de inflexién de la funcién y los intervalos de concavidad y
convexidad. Para ello estudiamos los puntos donde f”(z) = 0 o donde no exista f”(z):

f"(x) #0 Vx eR. f"(z) no existe en x = +1.

Luego los tinicos puntos donde la segunda derivada cambia de signo son x = —1y x = 1.
Para z € (—oo, —1) U (1,+00) f”(z) > 0 por lo que f(x) es concava es dichos intervalos.
Para z € (—1,1) f”(x) < 0 por lo que f(x) es convexa en dicho intervalo.

El grafico de la funcién esta representado en la figura 47.

6.5. Problemas complementarios.

Problema 6.1 Calcular el coeficiente de z* en el desarrollo de Taylor de f(x) = log(cosz) en
un entorno de a = 0.

Problema 6.2 FEscribe la formula de Taylor de orden 5 alrededor del origen de la funcion
f(z) = tanzx. Encuentre una expresion para el error cometido al aprorimar la tanz mediante
el polinomio anterior.

Problema 6.3 FEscribe la formula de Taylor de orden n alrededor del punto que se indica, de
las siguientes funciones:

1. f(x)=1/x ena= —1,
2. f(z) =xe” ena =0,
3. flz)=(14e")? ena=0.
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Problema 6.4

1. Utilizando el teorema de Taylor escribe el polinomio x* — 53 + 2% — 3x + 4 en potencias
dex —1.

2. Demuestra que sin(a + h) difiere de sina + hcosa en no mds de h*/2.

Problema 6.5 Obtén el desarrollo de Taylor de cualquier orden alrededor de a = 0 de la

funcion
1
e six#£0
f@:)_{ 0 siz=0
Problema 6.6 Cualcula los siguientes limites utilizando el teorema de Taylor:

senz —x + 13 /6 (1+z)' — (14 2+ 2?)

(@) lim . , (b) 1im p :
(C) h,m COS T X ’ (d) h,m anx COS T .
z—0 sen z—0 3

Problema 6.7 Aprozimar la funcion f(x) = log(1 + cosz) alrededor del origen mediante un

polinomio de grado dos. Encontrar también una expresion para el término de error (Resto de
Taylor).

Problema 6.8 ;Cudntos términos hay que tomar en la formula de McLaurin de la funcion
f(z) = e para obtener un polinomio que la aproxime en [-1,1] con tres cifras decimales exactas?

Problema 6.9 ;Cudntos términos hay que tomar en la formula de McLaurin de la funcion

m™ T

f(x) = senx para obtener un polinomio que la aproxime en [—7%, %] con cuatro cifras decimales
exactas?

Problema 6.10 Calcular aproximadamente el valor de /1,1 mediante el polinomio de Taylor
de grado 3 de alguna funcion. Estimar el error cometido.

Problema 6.11

1. Calcula aproximadamente el valor de sen 0,25 utilizando un polinomio de McLaurin de
grado 3. ;Cudl es el error cometido?

2. Aprozima /28 a través de la serie de Taylor en potencias de v — 27 hasta el sequndo
grado. Evalia el error cometido.

Problema 6.12

1. Aproxima la funcién f(x) = cosx + € mediante un polinomio de tercer grado alrededor
del origen.

2. Da una cota del error cometido cuando se utiliza la aplicacion anterior parax € [—1/4,1/4].

3. Como aplicacion del primer apartado, calcula

, cosx+et—x—2
lim i

x—0 l‘?’
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Problema 6.13 Sea f(z) =1+ 23 senz.
1. Hallar su polinomio de Taylor de orden 4 en el punto 0.

2. Decidir si f tiene en 0 un mdzimo local, un minimo local o un punto de inflexion.

Problema 6.14 Hallar los puntos de mazximo y minimo, asi como los intervalos de convezidad
de la funcion f sila grdfica de su derivada f' estd representada en la figura 48.

derivada de f(x)

~

Figura 48: Gréfica de la derivada de la funcién f(z).

Problema 6.15 Dada la funcién f(x) =1 — 32%°, con x € R,
1. estudiar su continuidad y derivabilidad,
2. halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento,

3. calcula sus extremos relativos.

Problema 6.16 Estudia la concavidad de las siguientes funciones:
1. fla) = (& — 2,
2. f() = |xfel,
3. f(z) = In(z* — 6z + 8).

Problema 6.17 Sea

[ 2—(z+1)?® & <0
f(x)—{ 2x41 s >0

x+1
1. ;FEs [ continua en 07 ;Es f derivable en 07
Estudiar las asintotas de f.

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Hallar los puntos de inflexion de f.

RN

Dibujar la grdfica de f.



Problema 6.18 FEstudia y representa grdficamente las funciones del problema 5./

Problema 6.19 Sea la funcion f: R — R
fla) =]a(z —4)] - 1.
1. Estudia su continuidad y derivabilidad.
2. Obtén sus extremos relativos.

3. Prueba que la ecuacion f(x) =0 tiene una dnica solucion en el intervalo (0,1).
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7. Otros problemas.
Problema 7.1 Sea la funcion f : R — R definida por f(x) = " — 1%& siz# -1y f(—1) =a.
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de [ y sus extremos absolutos y relativos. Razone
si f(x) tiene algin punto de inflexion.
b) Determinar el valor de o para que la ecuacion f(x) = 0 tenga exactamente dos raices
reales diciendo cuales son estas raices.

arctg x,
5

Estudiar la convergencia de la sucesion y hallar el limite, cuando exista, segun los valores
de o € R.

Problema 7.2 Sea la sucesion definida por recurrencia: 1 = o, y Tpy1 =

Problema 7.3 Sea f:R — R dada por f(z) = 2* — zsenx — cosx. Se pide
1. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
2. Demostrar que f(x) tiene un minimo absoluto y calcular dicho valor minimo.

2

3. Probar que la ecuacion = — xsenx — cosx = 0 tienen exactamente dos raices.

Problema 7.4 Sea la funcion f:— R definida por

ar® —cosx + 1

e , stax <0
f(z)=1<¢ 0, six=0;
Viz+1-1 ,
—_— six > 0.
x

1. Hallar a y b para que [ sea continua para todo x € R.

2. Estudiar la derivabilidad de f.

S5r + 4

_ <0
T+ 1 .

Problema 7.5 Sea f(z) la funcion f(z) =
(r+1)(z—2)?2 x>0
(a) Diga cudl es su dominio y estudie su continuidad y derivabilidad.

(b) Encuentre sus asintotas, extremos relativos, puntos de inflexion si los tiene y haga un
esbozo de su grdfica.

(c) ¢Se cumple el teorema de Rolle en el intervalo [—1,1]? 5Y en [0,3]? Razone su respuesta
y encuentre, si procede, los puntos de los que se habla en dicho teorema para ambos
intervalos.

Problema 7.6 Sea la funcion f:[0,1] — R, f(z)=2+ V1 -z,

1. Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto x = 0 que aproxime a dicha
funcion en todo su dominio, asi como una expresion para el error cometido.

2. Calcule, utilizando el resultado del apartado anterior, el valor numérico de f(%), y de una
cota del error cometido.
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3. Calcule el limite

, Vl—z+zx/2-1
lim .

z—0 2 ZL‘2

Problema 7.7

1 .
e*ts siz <0

Sea la funcién  f(z) =
2z arctanx — log(1 +2%) —2? siz >0

Se pide:

(a) Calcular  lim f(z), lm f(x).

T——00 r—r-+00

(b) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x).
(c) Estudiar el crecimiento y decrecimiento y los extremos absolutos y relativos de f(z)

(d) Hacer un esbozo de la grafica de f(x), y determinar los valores de a € R para los que la
ecuacion f(z) = a tiene, exactamente, dos soluciones.

Indicacién: arctanz < z, Va > 0.
Problema 7.8

Para x € R, se define la funcién

3 —1

f(z) = arctan <e

1. Escribir el valor de los siguientes limites

1i = . Ii = ... 1i = ... Ii = .
2. La funciéon f es continua en .............cccceeeeeeeeen.n. Y N0 es continua en ...................... La funcién
f es derivable en ............cooooo y no es derivable en ...................... Escribe la expresion
de la derivada, donde exista.
fi(z) =
3. Los intervalos de crecimiento de la funcion f Son ..........cccccoeiiiiiiiiii y

los de decrecimiento ..........cooooveeeiiiiiiiiiiii e

4. Estudiar razonadamente los extremos absolutos de f en R.

6. Extremos relativos de f en R. Marca con una X la respuesta correcta y complétala cuando
proceda.

Maximos relativos: [0 No tiene
[J Si tiene. Se alcanzan en .............. La derivada en esos puntos vale ..............
Minimos relativos: [0 No tiene
[J Si tiene. Se alcanzan en ............ y la derivada en esos puntos vale ..............
7. Calcula razonadamente el niimero de raices de la ecuacion f(x) = a, cuando a € (—7/2, arctan(—e)).
8. jCudntas raices tiene la ecuacién f(x) = 227 Numero de raices: .............. iY la ecuacion

f(z) = x/47 Namero de raices: ..............
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Problema 7.9

a) Calcular razonadamente para que o € R es convergente la sucesion
a, = Vn?+n® —n.

Calcula en estos casos el valor del limite. ,

o . RN R A
b) Calcular razonadamente el limite de la siguiente sucesién: lim | ————— .
n—oo \ 3n? +mn+1

Problema 7.10

1+z,
24+,

Se considera la sucesién definida por recurrencia como xg = 0, x,,11 = n > 0.

1. Demuestra que 0 <z, < 1, n > 1.

2. Demuestra que la sucesién (x,), es creciente.

3. Probar que (z,), tiene limite. Calcularlo razonadamente.

4. Probar que para (—v/5 —1)/2 < xq existe un k € N (que depende de x) tal que si n > k
entonces z,, > 0.

Problema 7.11

Para x > —1, se define la funcién

1. Escribir el valor de los siguientes limites

lim f(x)=..... lim f(x)=... lim f(x)=.....
lim f(z) i f(z) Jim f(z)
2. La funcién f es continua en ............ccccceeeeeeeenn. y O €S continua en ...................... La funcion
f es derivable en ............cooooo y no es derivable en ...................... Escribe la expresion
de la derivada, donde exista.

f'(x) =
3. Los intervalos de crecimiento de la funcion f son ..........cccccvviiiiiinnnn. y los de decreci-

MIENTO wovvvieiiiiiieeiii e,

4. Estudiar razonadamente los extremos absolutos de f en [1,4+00).

5. Extremos relativos de f en R. Marca con una X la respuesta correcta y complétala cuando
proceda.

Méximos relativos: [0 No tiene

[J Si tiene. Se alcanzan en ......... La derivada en esos puntos vale ..........
Minimos relativos: [ No tiene
[J Si tiene. Se alcanzan en ....... y la derivada en esos puntos vale .........

6. ;Cudntas raices tiene la ecuacién f(z) = a(z + 1) si a > 17 nimero de raices: ...........
7. Calcula razonadamente el nimero de raices de la ecuacién f(x) = 1.
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Problema 7.12

1. Calcular razonadamente el siguiente limite: HT (x +1)" — 2% segun los valores de a > 0.
T—>+00
. , iy Ty +Tyg+- -+ . .
2. Calcula el limite lim vy, de la sucesion y,, = ! 2 " suponiendo que existe el
n—r00 n

limite lim =z, = a.
n—oo

Problema 7.13

4
1. Sea g : R — R definida por g(x) = gzp — 22, Encuentra su maximo global.

. . . . 4
Se considera la sucesion definida por recurrencia como x,,1 = 3~ Tp),m>1,29 €R.
2. Demuestra que la sucesién (z,), esta acotada superiormente por 1/3 (usa el apartado ante-

rior).
3. Prueba que la sucesién (z,), tiene limite cuando zy € [0,4/3] y calcilalo. ;Qué ocurre si
l‘0<06$0>4/3?

q P

4. Calcula razonadamente el siguiente limite liT n? [(1 + B) — (1 + 2) ], p,q>0,p,q€
n——+o00 n n

R.

Problema 7.14

1. Sea {z,}>°, una sucesién de nimeros reales definida por:

3
L

1+ 22

Vn € N.

ry =1, Tpt1 =

Pruebe que {z,} es una sucesién convergente y que su limite es 0.

2. Sea {z,,}5°, la sucesién de nimeros reales definida en el apartado anterior. Calcule

., tanz, In(l+3x,)
lim 2 .
n—oo  e€%n — COS 2 Xy,

3. Calcular el lim /14 a” a >0, a€R.

n—o0

Problema 7.15

Sea f(x) la funcién

f(r) = a, B €R.

1. ;Para qué valores de «, [ la funcién f(z) cumple las condiciones del teorema del valor
medio (diferencial) de Lagrange en el intervalo [0, 2]?

2. Demuestre que el punto ¢ del que se habla en dicho teorema es tinico.

Problema 7.16

2

Sea la funcién f(x) = ze~3
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1. Represéntela graficamente estudiando el dominio, intervalos de crecimiento, convexidad
y asintotas.

2. Calcule el drea (si es posible) de la region comprendida entre la funcién f(z) y el eje de
las x.

3. (Es finito el volumen del cuerpo de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje de
las x la regién contenida en el primer cuadrante que limitan la grafica de la funcién f(x)
y el propio eje 7 Razone la respuesta. (Ayuda: 22e™™ < e para todo x > 0.)

Problema 7.17 (3 puntos)

Sea f(x) la funcién y = (22 — a?)?/3, a € R.
(a) Calcule su dominio, imagen, asintotas, extremos relativos y punto de inflexién si los tiene.
(b) Represénte gréaficamente la funcién para a = 1.

(c) En el caso a = 1, jse cumple el teorema de Rolle en el intervalo [—1,1]? Razone su
respuesta.

Problema 7.18

Si f(z) =1+ ka? + o(x?) para x en un entorno del 0, calcule lﬂ% Fla)v=
T—

Problema 7.19

1\" 1
Demuestre que lim n [1 — log (1 + —) ] = —,
n

n—oo

Problema 7.20

Calcule lim
z—0

[a“” + 4b* + 9¢*

1/x
14 } , a,b,c>0

Problema 7.21

1. Una empresa de tomate en salsa quiere fabricar latas cilindricas de 1 kg. ;Cudles deberan
ser las dimensiones de las latas para que su construccién requiera el minimo gasto de
material? (supéngase que la densidad del tomate en salsa es 1 kg/1).

2. Una caja rectangular de base cuadrada y cuya altura es el doble de su base abierta tiene
un volumen de 32 m3. Halla sus dimensiones para que su superficie sea minima.

3. Un delantero avanza por la banda (pegado al borde del campo) seguido muy de cerca por
un defensa. En un momento dado debe disparar directamente a puerta porque no encuen-
tra a nadie dispuesto al remate. Calcula el punto en que debera hacer el lanzamiento para
que el angulo que forma con la porteria sea maximo, teniendo asi mayores posibilidades
de marcar.

Problema 7.22

(a) Calcule la n—ésima derivada de las funciones F(x) = x f(z) y G(z) = 2* f(x) suponiendo
que f es una funcién n veces derivable.
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(b) Encuentre el polinomio de Mclaurin de orden n de las funciones F' y G definidas en el
apartado anterior y de una férmula para el error (resto de Lagrange).

Problema 7.23

Sean las funciones f g funciones tres veces derivables en R . Calcule el polinomio de Taylor
de orden 3 en el punto z = 0 de las siguientes funciones:

F(z) =2"f(g(x)), G(z)=zg(z®)f(z?).

Suponiendo que f(x) > 0 para todo z € Ry ¢g(0) # 0, ;tienen las funciones F' y G algin
extremo en z = 07 ; Y puntos de inflexién? Razone su respuesta.

Problema 7.24

1. Encuentre el polinomio de Taylor de grado 2 en cero para la funcién coshx y calcule,
utilizando el resultado anterior, el valor aproximado de cosh(1/2) estimando el orden del
error cometido.

1-— h2
2. Calcule lim ﬂ.
20 T —senx

3. Demuestre la siguiente desigualdad para el coseno hiperbélico:

22
coshx>1+7, ,  Vax>0.

Ayuda: Utilice la férmula de Taylor con el resto de Lagrange
Problema 7.25
Sea la funcién f : [—7, 7] — R, f(x) = x — sen 2z.

(a) Decida si es continua y derivable en su dominio y si se cumplen los teoremas de Rolle y
el valor medio de Lagrange en el intervalo [—7, 7]. Justifique su respuesta.

(b)

(c)

(d) Haga un esbozo de la gréfica de la funcién.
)

(e

Encuentre sus méaximos y minimos absolutos y puntos de inflexién si los tiene.

Demuestre que f(x) tiene una tnica raiz real.

Encuentre el polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién y estime el error que se comete
al utilizar dicho polinomio para calcular el valor de f(1/2).

Problema 7.26

Sea la funcién

1. El dominio de la funcién es

2. Escribir el valor de los siguientes limites

lim f(z)=___ lim f(z)=___ lim f(z)=___ lim f(z)=___

z—0~ z—0t T——00 T—+00
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3. La funcion f es continua en y 1o es continua en
La funcion f es derivable en y no es derivable en
Escribe la expresién de la derivada, donde exista.

f'(x) =

4. Los intervalos de crecimiento de f(x) son y los de decrecimiento

5. Estudiar razonadamente los extremos absolutos de f en [0, +00).
6. Extremos relativos de f en R. Marca con una X la respuesta correcta y complétala cuando
proceda.

Maximos relativos: [ No tiene
[J Si tiene. Se alcanzan en . La derivada en esos puntos vale
Minimos relativos: [0 No tiene

[J Si tiene. Se alcanzan en y la derivada en esos puntos vale

7. Calcula razonadamente el nimero de raices de la ecuacién f(x) = logx
8. ;Cudntas raices tiene la ecuacién f(x) = 17 nidmero de raices:

Problema 7.27

244
Ay + n > 1.

Sea la sucesion (ay,), definida recurrentemente: a; = a > 0, a,11 = a2
mn

1. Decide si la sucesién anterior es mondtona.
2. Demuestra razonadamente que la sucesién (a,), tiene limite y calcilalo. ; Depende éste del
valor inicial a?

Problema 7.28

1 1 2 _ 2
Calcula, razonadamente, el limite h’r% og(1+ sent(ozj: ) 1 sen(ffx ),
T etan’z _

a, B eR.

Problema 7.29

Sea la funcién

f(x) = 5 exp "

1 (\/4+:p3
3

) siz#0y f(0)=0.

1. El dominio de la funcién es

2. Escribir el valor de los siguientes limites

lim f(z) = lim f(z) = lim f(z)=
lim f(z) lim f(z) i f()
3. La funcién f es continua en y no es continua en

La funcién f es derivable en y no es derivable en

Escribe la expresion de la derivada, donde exista.
f'(x) =

4. Los intervalos de crecimiento de f(z) son y los de decrecimiento
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5. Estudiar razonadamente los extremos absolutos de f en [0, +00).
6. Extremos relativos de f en R. Marca con una X la respuesta correcta y complétala cuando
proceda.

Méximos relativos: [ No tiene
(1 Si tiene. Se alcanzan en . La derivada en esos puntos vale
Minimos relativos: [ No tiene

[] Si tiene. Se alcanzan en y la derivada en esos puntos vale

7. Calcula razonadamente el nimero de raices de la ecuacién f(x) = senx
8. ;Cudntas raices tiene la ecuacién f(x) = 107 nimero de raices:

Problema 7.30

2 /a2 — 1
Sea la sucesion (ay,), definida recurrentemente: a; = 2, a,.; = —————, n > 1.

1. Prueba que la sucesion anterior es mondtona decreciente.
2. Demuestra que la sucesién (a,), tiene limite y calculalo.

Problema 7.31

q_ P
Calcula, razonadamente, el limite lim (cos px)? — (cos gz)
x—0 Sen2 (pqx)

, p,geER, pg>0.

Problema 7.32

1. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 4 en torno a x = 0 de la funciéon f : R +—
R, f(z) = cos(x?/3).

2. Calcula razonadamente el siguiente limite:

2

1 4 sinz* — cos (%)
lim

20 x tan (2 23)

Problema 7.33

Se considera la sucesién definida recurrentemente xg = 0, x,.1 = V1 + 2z,, n > 0.
1. Demuestra que (z,), esta acotada.

2. Demuestra que la sucesiéon (z,,), es creciente.

3. Probar que (z,), tiene limite. Calcularlo razonadamente.

Problema 7.34

exp(2/x), r <0
Sea f(x) la funcién f(x) = .

T >0

2+3z+2 T

(a) Escribe el mayor subconjunto A C R donde esté definida f.

(b) Estudia la continuidad y derivabilidad de f en dicho conjunto A y calcula su derivada,
donde exista.
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(b) Encuentra sus asintotas, regiones de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos si
los tiene y haga un esbozo de su grafica.

(c) jAlcanza f su maximo y minimo absolutos (globales) en el intervalo abierto (0,3)7 Jus-
tifica tu respuesta. ;Y en [—1,3]? En caso de que los alcance jen qué puntos?

Problema 7.35

1+ 2z,

— n>0.
1+z, "=

Se considera la sucesién definida recurrentemente x1 = 1, x,,1 =

I

1. Demuestra que (z,), estd acotada inferior y superiormente.
2. Demuestra que la sucesién (x,), es creciente.
3. Probar que (z,), tiene limite. Calcularlo razonadamente.

Problema 7.36

1 1
— arctan , z <0
m (\/gxz)

241
x+2’

Sea f(z) la funcién f(x) =

x>0

(a) Escribe el mayor subconjunto A C R donde esté definida f.

(b) Estudia la continuidad y derivabilidad de f en dicho conjunto A y calcula su derivada,
donde exista.

(c) Encuentra sus asintotas, regiones de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos si
los tiene y haga un esbozo de su gréfica y razona si tiene algin punto de inflexién.

(d) {Alcanza f su méximo y minimo absolutos (globales) en el intervalo abierto (—1,1)7
Justifica tu respuesta. ;Y en [—1,1]? En caso de que los alcance jen qué puntos?
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Infinitésimos equivalentes

y . . . < 1. On .
Definicién. Dos sucesiones {a,} v {b,} se denominan equivalentes si lim — = 1, y se escribe
n—o0
n
an ~ b,.

Por ejemplo, la sucesion n! es equivalente a la sucesién v/27wne™"n".

Definicién. Una sucesion {a,} se denomina infinitesimal si lim a, = 0. Dos sucesiones {a,}
n—oo

y {b,} se denominan infinitésimos equivalentes y se escribe a,, ~ b, si lim a, =0, lim b, =0
n—oo n—o0
’ n
y lim — =1
n—o0 b

Teorema. Si {a,} es una sucesién infinitesimal, entonces:
1. sena, ~ a,.
2. tana, ~ a,.
3. arcsena, ~ a,.

4. arctana, ~ a,.
a2
5 1—cosa, ~ —

6. (14 a,)*—1~ aay,.
7. e —1~a, b™—1~a,lnd.

8. In(1+ay) ~an, logy(l+a,)~ a,log,e .

Definicién. Dos funciones f : A +— Ry g: A — R se denominan equivalentes en x = a si
f(x)
lim ——

=1, y se escribe f(z) ~ g(x) cuando z tiende a a.
z—a g(x)

Definicién. Una funcién f : A — R se denomina infinitesimal en z = a si lim f(x) = 0.
T—a

Por ejemplo, f(z) = z? es infinitesimal en z = 0 y f(x) = sen(z — 2) es infinitesimal en
T = 2.

Definicién. Dos funciones f: A+— Ry ¢g: A — R se denominan infinitésimos equivalentes en

x=asilim f(z) =0, img(z) =0y lim EAC y se escribe f(x) ~ g(z) cuando x tiende a
T—a T—a T—a g(x)
a.

Definicién (o pequena). Dados dos funciones f y ¢ infinitesimales en cierto z = a, diremos

x
que g(x) es un infinitésimo de orden mayor que f(x) en z = a si lim M = 0 y se escribe

» f(@)

g(z) = o(f(x)) cuando z tiende a a.

2 es un infinitésimo de mayor orden que z en x = 0, es decir

32 en x = 0, o sea,

Por ejemplo, la funcion x
22> = o(z), y la funcién z3 es un infinitésimo de mayor orden que x
23 = o(2%?). Ademés se tiene que:

1. Para todo m € R, m - o(z) = o(z),

2. La suma de un numero finito infinitésimos equivalentes es un infinitésimo,
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3. El producto de un ntimero finito de infinitésimos es un infinitésimo de orden superior.

Teorema. Si x tiende a 0, entonces:
1. senx ~ x.
2. tanx ~ x.
3. arcsenx ~ .
4. arctanx ~ .

2
x

5. 1— ~ —.
cos T 5

6. 14+2)*—1~au.
7.¢—1~z, b —1~2xlnbd.
8. In(l+x)~z, log,(l1+z)~zxloge.
Utilizando esta notacién los infinitésimos del teorema anterior se podran reescribir de la forma:
1. senz =z + o(x).
2. tanz =z + o(z).
3. arcsenz = x + o(x).

4. arctanz = x + o(z).
2
5. 1—cosz = % + o(2?).

6. 14+ 2)*—1=az+o(x).
7.0"—1=zlnb+o(x) .

8. log,(1 +z) = xzlog, e+ o(z) .

Definicién (O grande). Dos funciones f : A— Ry g: A+ R se denominan comparable o del

mismo orden en x = a si lim % =, donde [ # 0, |[| < 0o y se escribe f(z) = O(g(z)) o
T—a

g(x) = O(f(z)) cuando x tiende a a.



81

Esquema para la representacién de una funcion f(x).

1. Determinar el dominio de la funcién f(x).
2. Determinar si la funcién tiene simetria par o impar, o si es periddica.

3. Determinar los puntos de discontinuidad de la funcién (evitables y no evitables) asi como
las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de la funcién.

4. Encontrar los puntos de corte con los ejes, o sea, los ceros de la funcién f(z) = 0, y el
punto f(0).

5. Encontrar los extremos de la funcién y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
6. Encontrar los puntos de inflexién de la funcion y los intervalos de concavidad y convexidad.

Dos ejemplos representativos:

2z
1. Estudiar la funcié = .
studiar la funcién f(x) o
15
: AN
0.5 S
S
—
0.5 \/
-1
-1.5
-10 -5 0 5 10
2. Estudiar I funcién g(z) — ——
: iar ncién = :
studiar la funcion g(z) = ——
; |
6 |
; )
2
X o/’/ S—
o
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Breve resumen sobre el calculo de derivadas y el Teorema
de Taylor.

1. Propiedades algebraicas: Sean f, g : A — R dos funciones derivables en A. Entonces
[f(2) +9(@)] = f(2) + d'(2), [f(z)-g(x)] = g(2)f (x) + f(x)g'(x),

[f(x)]' _ 9(@)f'(x) = f(z)g'(2)
lg()]?

2. Regla de la cadena: Sean f: A — Ry g: B — R dos una funcién tales que la funcion
compuesta de g en f, go f: A — R exista. Supongamos que f es derivable en x = a y que g
es derivable en x = f(a). Entonces la funcién compuesta (g o f)(z) = g(f(x)) es derivable en
r = ay ademas

| si g(x) £0.

dg(y)

dy

df(@)

(99 /(@) = 9(f(@) = ¢ f(@)f (a) -

y=f(a)
3. Tabla de derivadas: Las funciones elementales son derivables en su “dominio”. Ademés:

r=a

L. (z%) =az*!, VaeR, z€R

2. (senzx) = cosz, reR
3. (cosz) = —senx, reR
4. (tanzx) = ! ZL‘ER\{E*FTLTF} n ez
' ~ cos?a’ 2 ’
5. (arcsenz)’ = ! re(—1,1)
/1_:1:27 )
1
6. (arccosx) = — , re(—1,1
arecost) =T = .
1
7. (arctanz)’ = =l reR
8. (arcctgz) = T2 reR
9. (a*) =a"Ina, Va>0,a#1, x€R
1

10. (log, z)" = : z>0,a>0

rlna
11. (shz) = chuz, reR
12. (chz) = shuz, reR

1

13. (tanhz) = —5—, reR

ch”x

1
14. (cth) = z € R\ {0}

b
sh 2z



Ejemplos: Calcular la derivada de la funcién f(x) = tan(z? + 3z + €%) en z = a.

d tan(y) da? +3x +e”  2z43+4€"
dy dx  cos?(22 + 3z + )’

y=z2+3x+e* T=a

d
P tan(z? + 32 + %) =
Calcular la derivada de la funcién h(z) = f(x)9(®). Para encontrarla calcularemos la derivada
de log h(z) = g(z)log f(z),

['()
fx)®

(log h(x))" = = g'(x)log f(x) + g(z)

luego

2)9I@Y — £(19@) [ o () oo f(z xf’(v”b’)
(Fr ) = 1 (/@) tog o) + )52,

4. Polinomio de Taylor y término de error. Si f(x) es una funcién (n)—veces derivable
en [a,x] y con n—ésima derivada continua en [a, x] y derivable en (a, ) entonces

f(x) = Py(x,a) + Ry(z,a) = (x — a)k + R, (z,a),

y existe un ¢ € (a,x) tal que

1. Formula del resto de Taylor en forma de Cauchy.

(1) (¢
R.(z,a) = %(w —o)(x —a), cé€(a,x).

2. Férmula del resto de Taylor en forma de Lagrange.

(n+1) c
_ f ( )(ZL‘ _ a)n—f—l

Fn(z, a) (n+1)!

. c€(a,x).

5. Polinomios de McLaurin de las funciones elementales.

n 2k—1

o _1\k—-1 x 2n
L. senx—;( 1) k=1 + o(x*").
2. cosT = i(—l)k o + o(2* ).
— (2k)!

3. (1+x)“:1+z%xk+o(x"), (@) =ala—1)---(a—k+1).
k=1



Grado en Matematicas “CALCULO INFINITESIMAL”. 1° cuatrimestre

Teoremas que hay que saber demostrar

Teorema 1 (Densidad de Q en R) Cualesquiera sean a, b € R(a < b), existe un q € Q tal
que a < q <b.

Teorema 2 (Unicidad del limite de una sucesion.) Si la sucesion {a,} es convergente
entonces tiene un unico limite.

Teorema 3 (Condicién necesaria para la existencia de limite de una sucesién) Sila
sucesion {a,} es convergente entonces es acotada.

Teorema 4 (de las tres sucesiones) Sean las sucesiones {a,}, {b,} y {c.} tales que a, <
cn < b, para todo n > N € N. Ademds {a,} y {b.} son convergentes con lim a, = [ y

n—oo

lim b, = l. Entonces, {c,} es convergente y lim ¢, = .
n—oo n—oo

Teorema 5 (Propiedades algebraicas de los limites) Sean dos sucesiones convergentes {a,}
y {b,} con lim a, =a, y lim b, = b. Entonces:
n—oo n—oo

1. lim a, +b,=a+0,

n—oo

2. lim a, - b, =a-b. En particular, Voo € R, lim aa, = aa,

n—oo n—oo
, ., a, a
3. Sivn eN, b, #0, yb#0, entonces, lim T
n—oo n

Teorema 6 (Criterio de Weierstrass para las sucesiones monétonas) Para que una su-
cesion mondtona {a,} sea convergente es necesario y suficiente que este acotada. Ademds, el
limite es el supremo o el infimo del conjunto A = {a,, n € N} de los valores de a,, o sea,

lim a, =
n—o0

inf(A)  sia, es decreciente
sup(A)  si a, es creciente

Teorema 7 (de Bolzano-Weierstrass para las sucesiones) De toda sucesion acotada se
puede extraer una subsucesion convergente.

Teorema 8 (de la equivalencia de las definiciones de limite) Las definiciones de Heine

lim f(z) =1l <= Y{z,}, z, #a y lim z, =a = lim f(z,) =1,
n—oo

T—a n—oo

y Weierstrass

lim f(z) =1<=Ve> 0,30 >0,0< |z —a| <d = |f(x) — | <e,

r—a

son equivalentes.

Teorema 9 (del signo de las funciones continuas) Sea f : A — R continua en © = a y
m € R t.q. f(a) > m. Entonces 36 > 0 t.q. si|v —a| <0, f(x) > m. En particular si m > 0
(m < 0) entonces existe un entorno de x = a en el que la funcion es mayor (menor) que 0.



Teorema 10 (Weierstrass) Si la funcion f : |a,b] — R es continua en un intervalo cerrado
y acotado |a,b] entonces [ estd acotada en [a,b] y ademds [ alcanza su mdximo y su minimo
en [a,b].

Teorema 11 (Bolzano) Sea la funcion f : [a,b] — R continua en un intervalo cerrado y
acotado [a,b] y sea que los valores en los extremos f(a), f(b) son de signos distintos. Entonces
existe un punto c en el interior del intervalo [a,b], o sea, ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Teorema 12 (Lema de Fermat) Si una funcidn tiene un extremo local en x = a y f(x) es
derivable en x = a, entonces, f'(a) = 0.

Teorema 13 (Teorema de Rolle) Sea f(z) : [a,b] = R, continua en un intervalo cerrado
y acotado [a,b], derivable en su interior (a,b) y sea que f(a) = f(b). Entonces, 3c € (a,b), tal

que f'(¢) = 0.

Teorema 14 (Teorema del valor medio de Lagrange) Sea la funcion f(x) : [a,b] = R,
continua en todo el intervalo cerrado y acotado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b).
Entonces, existe un ¢ en el interior de del intervalo [a,b], ¢ € (a,b), tal que

£(0) = fl@)

Flo =50

Teorema 15 (Teorema del valor medio de Cauchy) Sean dos funciones f(z) : [a,b] — R
y g(z) : [a,b] — R, continuas en todo el intervalo cerrado y acotado |a,b] y derivables en el
intervalo abierto (a,b). Entonces, existe un c en el interior de del intervalo [a,b], ¢ € (a,b), tal

que [f(b) = f(a)lg'(c) = [9(b) — g(a)lf"(c).

Teorema 16 (Regla de L‘Hospital para la indeterminacién %) Sean dos funciones f(x)
y g(x) definidas y son derivables en un entorno del punto x = a (excepto quizds en x = a) tales
que

1. lim f(z) = limg(z) =0

r—a T—a

2. ¢'(x) # 0 en un entorno de x = a (excepto quizds en x = a)

/
3. Emiste el limite lim f(z)
T—a g/(x)
/
Entonces existe el limite lim M es igual a lim f,(x)_
v—a g(x) v—a g'(x)

Teorema 17 (Reglas de derivacién) Sean f, g : A — R dos funciones derivables en A.

Entonces las funciones f(z) + g(x), f(x)-g(x) y % son derivables y
d _df(x)  dg(x)
oo @) +g@)] = ==+ — =,
L (@) 9(a)) = o) LD 4y 292
d f(x) dg(z)

d [f@)] W —f@
[Q@J - POk > siglz) #0.



Teorema 18 (Teorema local de Taylor) Si f(x) es n—veces derivable en un entorno de
x=ay P,(x,a) es el polinomio de Taylor de orden n de la funcion f(x), entonces

o [@) = Palaa)

T—a (Jj‘ — a)n

=0 <= f(z)—P,(x,a) =o[(x —a)"].

Teorema 19 (Estimacién del error del Teorema de Taylor) Supongamos que f(x) es n—wveces
derivable en |a, x] y que su n—ésima derivada es continua en |a,x] y derivable en (a,z) y sea

")y
Pn<x7a’):zf k}'( )<x_a)k7
k=0 '

el polinomio de Taylor de la funcion f(x). Sea ¢(x) una funcion continua en |a,x] y derivable
en (a,z) con ¢'(x) # 0 en (a,x). Entonces eziste un ¢ € (a,x) tal que

6(x) = 6(a)
ool

Teorema 20 (Criterio de la (n + 1)—ésima derivada) Supongamos que la funcion f(x) es
(n + 1)—wveces derivable en el intervalo abierto (a — d,a + &) y que

fla)=f"(a)=f"(a)=-- = f(a) =0, [fOV(a)#0.

Entonces sin es impar la funcion f(x) tiene un extremo local en a y es mdzimo si f™V(a) < 0
y minimo si {1 (a) > 0.

R, (z,a) = @)z - o, ce (a,x).



