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El software: MAXIM

Gnuplot

Archivo Edftar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andisis Simplficar Gréficos Numé)
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MAXIMA: programa simbdlico/numérico con con licencia
GNU/GPL accesibles por internet en

@ http://maxima.sourceforge.net
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Como intértprete de MAXIMA usaremos WXMAXIMA

\"/VV 1—\\

; &L
Buscar el icono < para comenzar
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MAXIMA es un programa que funciona como una calculadora
cientifica. Las operaciones aritméticas elementales son las
habituales: + suma, — resta, * multiplicacién, / divisién, *
potencias:

(%i1) 2+2; 3-3; 2%3; 5/10; 3°3;
(%o1) 4

(%02) 0

(%03) 6

(%o4) 1/2

(%05) 27
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MAXIMA es un programa que funciona como una calculadora
cientifica. Las operaciones aritméticas elementales son las
habituales: + suma, — resta, * multiplicacién, / divisién, *
potencias:

(%i1) 2+2; 3-3; 2%3; 5/10; 3°3;
(%o1) 4

(%02) 0

(%03) 6

(%o4) 1/2

(%05) 27

Dado que MAXIMA es un programa de calculo simbdlico, trabaja
con variables definidas por letras:

(%16) e;
(%086) e
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Las funciones (comandos) tienen el argumento (o los argumentos)
que van entre paréntesis, como por ejemplo el comando float (x)
que nos da como resultado el valor numérico de la variable x.

(%1i7) float(e);
(%07) e

(%i8) pi;

(%08) pi

(%i9) float(pi);
(%09) pi

por lo que su respuesta es la propia variable.
Para los valores numéricos de las constantes e o @ MAXIMA usa

(%110) %e;

(%o10) %e

(%i11) float(%e);

(%o11) 2.718281828459045
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El orden de realizacién de las operaciones es el habitual. Asi en la
expresion

(%i18) (2+372)"3%(5+272);
(%018) 11979

primero calcula las potencias dentro de cada paréntesis, luego las
sumas, luego las potencias externas y finalmente la multiplicacién.
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El orden de realizacién de las operaciones es el habitual. Asi en la
expresion

(%i18) (2+372)"3%(5+272);
(%018) 11979

primero calcula las potencias dentro de cada paréntesis, luego las
sumas, luego las potencias externas y finalmente la multiplicacién.

Para definir los valores de las variables se usan los dos puntos
(%119) x:123; y:321; x*y; x/y; X-V;

(%i26) z=2;
(%i27) z;
(%i28) x;
(%129) v;
(%130) xx*y;
(%i31) x+z;
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También es posible definir funciones. Hay midltiples formas en
funcién de lo queramos hacer.

(%i32) f(x):= x"2 -x + 1;
(%133) £(%pi);

Nétese que a no ser que pidamos a MAXIMA que trabaje
numéricamente, sigue usando calculo simbdlico

(%i35) float(f(%pi));
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También es posible definir funciones. Hay midltiples formas en
funcién de lo queramos hacer.

(%i32) f(x):= x"2 -x + 1;
(%133) £(%pi);

Nétese que a no ser que pidamos a MAXIMA que trabaje
numéricamente, sigue usando calculo simbdlico

(%i35) float(f(%pi));

Otro detalle interesante a tener en cuenta es que MAXIMA
contiene una ayuda completa que puede ser invocada desde la linea
de comandos. Para ello escribimos 77 delante del comando
desconocido

(%136) ??7float;
Si no existe ninglin comando con ese nombre la respuesta es false

(%i37) ??renato;
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Otra de las opciones de MAXIMA es su potencia grafica. Para
hacer las graficas MAXIMA usa GNUPLOT, un potente paquete
grafico GNU. El comando mas sencillo de usar es plot2d.
(%139) wxplot2d([f(x)], [x,-5,51);

En conveniente asegurarse que variable x no tiene asignado ningtn
valor.
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Otra de las opciones de MAXIMA es su potencia grafica. Para
hacer las graficas MAXIMA usa GNUPLOT, un potente paquete
grafico GNU. El comando mas sencillo de usar es plot2d.

(%139) wxplot2d([f(x)], [x,-5,51);

En conveniente asegurarse que variable x no tiene asignado ningtn
valor.

Podemos representar varias funciones
(%1i41) plot2d([f(xx),2*sin(xx),atan(xx)], [xx,-2,2])$

MAXIMA también dispone de una gran cantidad de funciones
elementales, exponencial, logaritmo, trigonométricas, etc.
Ademas las trata de forma simbdlica.

(%i42) log(10);
(%143) float(%);
(%144) log(he);

i Qué mas podemos hacer?
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wxMaxima 12.04.0 [no guardado]
Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Anélisis ‘Gréﬁcos Numérico Ayuda

= ] B Qe

Bienvenido a wxMaxima

Simplificar expresién
Simplificar radicales
Factorizar expresién
Factorizar complejo
Expandir expresidn
Expandir logaritmos
Contraer logaritmos

Factoriales y gamma >
Simplificacién trigonométrica >
Simplificacién compleja >
Sustituir

Evaluar formas nominales
Conmutar algebra
Afadir igualdad algebraica
Célculo del médulo

Preparado para la entrada de usuario

-]
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wxMaxima 12.04.0 [no guardado]
Archivo Editar Celda Maxima ‘A\gebra Anédlisis Simplificar Gréficos MNumérico Ayuda

e Resolver
(=" (2]
Resolver (to_paly) .

Calcular raiz

Raices de un polinormio

Raices reales grandes de un polinomio
Raices reales de un polinomio
Resolver sistema lineal

Resolver sistema algebraico

Eliminar variable

Resolver EDO 1
Problema de wvalor inicial (1)
Problema de valor inicial (2)
Problema de contorno

Resolver EDO con Laplace
Condici6n inicial

=2
Preparado para la entrada de usuario
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wxMaxima 12.04.0 [no guardado]
Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Simplificar Gréficos Numérico Ayuda

(5 B ) Q @ | IMeoer

Integracién Risch

Cambiar variable

Derivar

Calcular minimo

Calcular serie

Aproximacién de Padé

Calcular suma

Calcular producto 3
2

Transformada de Laplace
Transformada inversa de Laplace
Méximo comin divisor

Minimeo comdn miltiplo

Dividir polinomios

Fracciones simples

Fraccién continua

Calcular el limite de una expresién Preparade para la entrada de usuario
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iY un sinfin de cosas mas!

En la web de la asignatura buscar el apartado: Software Libre de
Matemdticas

http://euler.us.es/ “renato/clases.html#maxima
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Calculando derivadas. El comando para calcular derivadas es
diff (£ (x),x,k) donde f(x) es la funcién a la que le vamos a
calcular la derivada k-ésima respecto a la variable x:

(%i56) diff(sin(x"2+2),x);

(%056) 2*x*cos(x~2+2)

(%i57) diff(x"x, x,3);

(%ho57) x~(x-1)*(Llog(x)+(x-1)/x)+x"x*(log(x)+1) "3
+2xx” (x-1)*(Log(x)+1)

(%158) diff(sin(x)"x, x);

(%058) sin(x) “x*(log(sin(x))+(x*cos(x))/sin(x))
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Calculando derivadas. El comando para calcular derivadas es
diff (£ (x),x,k) donde f(x) es la funcién a la que le vamos a
calcular la derivada k-ésima respecto a la variable x:

(%i56) diff(sin(x"2+2),x);

(%056) 2*x*cos(x~2+2)

(%i57) diff(x"x, x,3);

(%ho57) x~(x-1)*(Llog(x)+(x-1)/x)+x"x*(log(x)+1) "3
+2xx” (x-1)*(Log(x)+1)

(%158) diff(sin(x)"x, x);

(%058) sin(x) “x*(log(sin(x))+(x*cos(x))/sin(x))

Veamos que podemos hacer en R".
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MAXIMA también dibuja graficas 3D con el comando plot3d cuya
sintaxis es

plot3d([funl,fun2,...], [varl,ini,fin], [var2,ini,fin],...)

(%162) kill(f,x,y)$
f(x,y):= sin(x) + cos(y);
wxplot3d(f(x,y), [x,-5,5], [y,-5,51)$
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MAXIMA también dibuja graficas 3D con el comando plot3d cuya
sintaxis es

plot3d([funl,fun2,...], [varl,ini,fin], [var2,ini,fin],...

(%162) kill(f,x,y)$
f(x,y):= sin(x) + cos(y);
wxplot3d(f(x,y), [x,-5,5], [y,-5,51)$

Para que MAXIMA reconozca el directorio local de trabajo (lo que
es conveniente para importar y exportar ficheros) es conveniente
definir la variable file_search_maxima.

La forma mas sencilla de definirlo es mediante la opcién “Afadir a
ruta” en la pestafia “Maxima” del meni del programa.
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Calculo diferencial de funciones
de varias variables
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Problema: Sea la funcién f : R? — R, f(x,y) = x?y3.
Representarla graficamente. Calcular sus derivadas parciales hasta
orden dos. Calcular la derivada direccional en el punto a = (1, 3)

segtn el vector v = (2, —1).
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Problema: Sea la funcién f : R? — R, f(x,y) = x?y3.
Representarla graficamente. Calcular sus derivadas parciales hasta
orden dos. Calcular la derivada direccional en el punto a = (1, 3)
segtn el vector v = (2, —1).

Primero cargamos el programa de representaciones graficas draw

(%1i1) load(draw)$
Luego definimos la funcién

(%12) define(f(x,y),x"2*y~3);
(%02) f(x,y):=x"2x%y"3

Representamos a f(x, y)

(%13) draw3d( xu_grid = 100, color = cyan,
explicit(f(x,y), x,-3,3,y,-3,3),
point_type=filled_circle, point_size = 3,
color = black, points([[0,0,0]1),

color = red, points([[1,2,f(1,2)11) )$
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Calculamos todas las derivadas parciales hasta orden dos

(%id)
(%o4)
(%05)
(%i6)
(%06)
(%o7)
(%i8)
(%08)
(%09)

diff (f(x,y),x); diff (£(x,y),y);

2%x*y~3

3xx 2%y "2

diff (f(x,y),x,1,y,1); diff(f(x,y),y,1,x,1);
6*xx*y~2

6*x*xy~2

diff(f(x,y),x,2); diff(f(x,y),y,2);

2%y~ 3

6*x " 2%y
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Calculamos todas las derivadas parciales hasta orden dos

(%i4) diff(f(x,y),x); diff(f(x,y),y);

(%ho4) 2¥x*y~3

(%05) 3*x"2*xy~2

(%i6) diff(f(x,y),x,1,y,1); diff(f(x,y),y,1,x,1);
(%06) 6xx*y~2

(%hoT) 6*x*xy~2

(%i8) diff(f(x,y),x,2); diff(f(x,y),y,2);

(%08) 2%y~3

(%h09) 6*x~2xy

Calculamos la matriz jacobiana y la hessiana con las 6rdenes

jacobian([f1,...,fn], [x1,...,xk])
hessian(f(x1,...xn), [x1,...,xk])

(%110) jacobian([f(x,y)],[x,y1);

(%010) matrix([ 2*x*y~3 , 3*x"2%xy~2 ])

(%i11) hessian(f(x,y), [x,y]1);

(ho11) matrix([ 2*y~3 , 6*x*xy~2 ] , [ 6*x*xy™2 , 6*%x"2%y ])
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Definimos la norma en R?

(%112) define(norm2(vv),sqrt(sum(vv(k]“~2,k,1,2)));
(%012) norm2(vv) :=sqrt(vv[2]"2+vv[1]~2)
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Definimos la norma en R?

(%112) define(norm2(vv),sqrt(sum(vv(k]“~2,k,1,2)));
(%012) norm2(vv) :=sqrt(vv[2]"2+vv[1]~2)

Definimos el vector normalizado v = v/||v/||

(%i13) v:[2,-1]$% vec:v/norm2(v);
(%o14) [2/sqrt(5),-1/sqrt(5)]
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Definimos la norma en R?

(%112) define(norm2(vv),sqrt(sum(vv(k]“~2,k,1,2)));
(%012) norm2(vv) :=sqrt(vv[2]"2+vv[1]~2)

Definimos el vector normalizado v = v/||v/||

(%i13) v:[2,-1]$% vec:v/norm2(v);
(%o14) [2/sqrt(5),-1/sqrt(5)]

Calculamos la matriz jacobiana de f

(%115) gra:jacobian([f(x,y)], [x,y1);
(%015) matrix([2%x*y~3,3%x"2xy~2])
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Definimos la norma en R?

(%112) define(norm2(vv),sqrt(sum(vv(k]“~2,k,1,2)));
(%012) norm2(vv) :=sqrt(vv[2]"2+vv[1]~2)

Definimos el vector normalizado v = v/||v/||

(%i13) v:[2,-1]$% vec:v/norm2(v);
(%o14) [2/sqrt(5),-1/sqrt(5)]

Calculamos la matriz jacobiana de f

(%115) gra:jacobian([f(x,y)], [x,y1);
(%015) matrix([2%x*y~3,3%x"2xy~2])

Calculamos la derivada direccional de f segin u en el punto a;
D,f(a) = (Vf(a),u)

(%i16) gra.vec; ev(%,x=1,y=2);
(%016) (4*x*y~3)/sqrt(5)-(3*x"2xy~2) /sqrt(5)
(%017) 4xsqrt(5)
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1. Calcula la derivada de f en a segin la direccién v:
Q f(x,y)=xe¥;a=(1,-1); v=(1,1).
Q f(x,y,z)=(x/y)* a=(1,1,1); v =(2,1,-1).
Q f(x,y)= (x> +y?) a=(e0); v=(1,-1).

2. Calcula la matriz jacobiana de la funcién f : R? — R?, y
evaltala en (x,y) = (y/7,1)

e o (123) ()

3. Estudia el limite (rectas, parabolas, etc). ; Es diferenciable en
(0,0)?

) yh X
[im arctan | —5——
(x,¥)—(0,0) ye+x
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Solucién Ej. 3: Dibujando la funcién g(x, y) = arctan <§2i§2)
draw3d( enhanced3d=false, xu_grid=100, color=green,
explicit(g(x,y), x,-3,3,y,-3,3),
point_type=filled_circle, point_size = 3,

color = black, points([[0,0,0]1) )$
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Solucién Ej. 3: Dibujando la funcién g(x, y) = arctan <§2i§2)
draw3d( enhanced3d=false, xu_grid=100, color=green,
explicit(g(x,y), x,-3,3,y,-3,3),
point_type=filled_circle, point_size = 3,

color = black, points([[0,0,0]1) )$

draw3d (view = [111, 40], xu_grid=100, color=cyan,
explicit(g(x,y), x,-.3,.3,y,-.3,.3),
point_type=filled_circle, point_size = 3,

color = black, points([[0,0,0]]1) )$
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Solucién Ej. 3: Dibujando la funcién g(x, y) = arctan <§2i§2)
draw3d( enhanced3d=false, xu_grid=100, color=green,
explicit(g(x,y), x,-3,3,y,-3,3),
point_type=filled_circle, point_size = 3,

color = black, points([[0,0,0]1) )$

draw3d (view = [111, 40], xu_grid=100, color=cyan,
explicit(g(x,y), x,-.3,.3,y,-.3,.3),
point_type=filled_circle, point_size = 3,

color = black, points([[0,0,0]]1) )$

“Investigando” graficamente la diferenciabilidad

draw3d (view = [111, 40], xu_grid = 100, color = cyan,
explicit(g(x,y)/sqrt(x"2+y~2), x,-.3,.3,y,-.3,.3),
point_type=filled_circle, point_size = 3,

color = black,points([[0,0,01]1) )$
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Un ejemplo interesante

4. Investiga la diferenciabilidad de la funcién f(x,y) = %
ye+x
(%i77) f(x,y):=if x"2+y~2=0 then 0 else x*y/(y"2+x"2);
(%ho77) f(x,y):=if x"2+y~2=0 then 0 else (x*y)/(y 2+x"2)
(%i78) £(0,0); £(2,1);

(%o78) 0
(%079) 2/5

(%180) draw3d ( xu_grid = 100, color = green,
explicit(f(x,y), x,-1,1,y,-1,1),
point_type=filled_circle, point_size = 3,
color = black, points([[0,0,0]]) )$
2.2 4
Xy Yy
5. Idem para f(x,y) = 5= )= —"—"5.
para f(x, y) y2+X2yg(Xy) R

Calcula ademds las derivadas parciales de orden 2.
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Dibujando los planos tangentes

Conviene reiniciar MAXIMA
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Dibujando los planos tangentes

Conviene reiniciar MAXIMA
(%i1) load(draw)$
Escojamos un ejemplo simple: f(x,y) = 1 — (x> + y?)

0(%i2) define(f(x,y),1-(x"2+y"2));

(ho2) f(x,y):=-y 2-x"2+1

(%i3) define(dxf(x,y),diff(f(x,y),x));
define(dyf (x,y),diff (£ (x,y),y));

(%ho3) dxf(x,y):=-2xx

(hod) dyf(x,y):=-2xy
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Dibujando los planos tangentes

Conviene reiniciar MAXIMA
(%i1) load(draw)$
Escojamos un ejemplo simple: f(x,y) = 1 — (x> + y?)

0(%i2) define(f(x,y),1-(x"2+y"2));

(h02) £(x,y):=-y 2-x"2+1

(%13) define(dxf(x,y),diff(f(x,y),x));
define(dyf (x,y),diff (£ (x,y),y));

(%03) dxf(x,y):=-2%x

(hod) dyf(x,y):=-2x%y

Escribimos la ecuacién del plano

(%15) a:-1$ b:1$ xmin:a-1$ xmax:a+1$ ymin:b-1$ ymax:b+1$
z=f (a,b) +dxf (a,b) *(x-a)+dyf (a,b) *(y-b) ;

define(plano(x,y), f(a,b)+dxf(a,b)*(x-a)+dyf(a,b)*(y-b));

(ho11) z=-2%(y-1)+2*(x+1)-1

(%012) pla(x,y):=-2*%(y-1)+2*(x+1)-1
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Dibujando los planos tangentes

Y dibujamos

(%i12) draw3d(color=blue,
explicit(f(x,y),x,xmin-1,xmax+1,y,ymin-1,ymax+1),
color=green, xu_grid = 100,
parametric_surface(x,y,pla(x,y),x,xmin,xmax,y,ymin, ymax) ,
point_type=filled_circle, point_size = 3,

color = black,points([[a,b,f(a,b)]]1))$

Ejercicio: Encontrar los planos tangente en los puntos dados de
las funciones siguientes y representarlos graficamente:
%212

Q f(x,y)= % i/x2 ena=(-11);

Q f(x,y)=x?/2—y%ena=(2,1);

@ f(x,y) = arctan(x?® + y?) en a = (0, 1);

Q f(x,y) = (x* + y*)sin(x* + y*) en (0,0) y (v/7,0).
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Derivacién de funciones compuestas

Ejemplo: Calcular f, y £, si f(x,y) =x*>+y?yx=rsent
y = rcost.

Tenemos f : R?2 —» R, f(x,y) =x2+y?y g : R? = R?,
g(r,t) = [rsent,rcost] = h(r,t) = (fog)(r,t)=r?=
Dh(r,t) = [2r,0]
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Derivacién de funciones compuestas

Ejemplo: Calcular f, y £, si f(x,y) =x*>+y?yx=rsent
y = rcost.

Tenemos f : R?2 —» R, f(x,y) =x2+y?y g : R? = R?,

g(r,t) = [rsent,rcost] = h(r,t) = (fog)(r,t)=r?=
Dh(r,t) = [2r,0] Hagamoslo com MAXIMA.
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Derivacién de funciones compuestas

Ejemplo: Calcular f, y £, si f(x,y) =x*>+y?yx=rsent
y = rcost.

Tenemos f : R?2 —» R, f(x,y) =x2+y?y g : R? = R?,
g(r,t) = [rsent,rcost] = h(r,t) = (fog)(r,t)=r?=
Dh(r,t) = [2r,0] Hagamoslo com MAXIMA.

Definimos la funcién f, calculamos su matriz jacobiana Df(a, x) y
la evaluamos en la funcién interior g(r, t)

(%11) define(f(x,y),x"2+y"2);

(%1i2) jf:jacobian([f(x,y)],[x,y1);

(%1i3) jfe:ev(jf,x=r*sin(t),y=r*cos(t));

Calculamos la matriz jacobiana de g, Dg(r,t), y calculamos la
matriz jacobiana de h, Dh(r,t) = Df (x(r,t),y(r,t))- Dg(r,t)
(%i4) jg:jacobian([r*sin(t),r*cos(t)], [r,t]);

(%15) jfe.jg; trigsimp(%);

(%o7) matrix([2*r,0])
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Calcular las derivadas parciales de las funciones compuestas:
a) f(x,y)=exp(xy) ; x=u+v,y=u—v.

b) f(x,y) =x?> —logy ; x =logt, y = t%.
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Calcular las derivadas parciales de las funciones compuestas:
a) f(x,y)=exp(xy) ; x=u+v,y=u—v.
b) f(x,y) =x?> —logy ; x =logt, y = t%.

c) Sea g : R3 = R una funcién tal que g(0,1,1) = 0 y cuya matriz
jacobiana en a = (0,1,1) es Dg(a) = (1,2,1). Sea h: R ~ R3,
h(t) = (arctan t?, e, cos t). Encontrar la matriz jacobiana de ho g
ena=(0,1,1)yladegohent=0.
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Solucién del Ejercicio c)

g :R3— Restal que g(0,1,1) =0y Dg(0,1,1) = (1,2,1).
h: R+ R3 estd definida por h(t) = (arctan t?, ef, cos t).
Definimos la matriz jacobiana de h(t)

define(jach(t),jacobian([atan(t"2),exp(t),cos(t)], [t]));
y la matriz jacobiana de g en a = (0,1,1)
(%19) jacg:[1,2,1];

Usamos que

D(hog)(t) = Dh(y)| -Dg(0,1,1), D(goh)(t) = Dg(y)| -Dh(0)
y=g(0,1,1) y=h(0)

(%110) jachg:jach(0).jacg;
(%111) jacgh:jacg.jach(0);

Renato Alvarez-Nodarse Universidad de Sevilla CALCULO DIFERENCIAL EN R” con Maxima




Polinomio de Taylor
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Polinomio de Taylor: f : R — R

La férmula de Taylor para desarrollar funciones en los puntos
indicados hasta orden dos:

F(x) = £(2) + DF(a)(x — a) + 5 D*F(a)(x — a) + ol [lx — ),

donde Df(a)(x — a) = of(a) (x1 —a1)+---+ O, (Xn —an), y

oxq

D?f(a)(x — a) es la forma bilineal

D?f(a)(h) = ZZ

h=1ih=1

8X,1 8x,2
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Polinomio de Taylor con MAXiMA

Utilizar la férmula de Taylor (de orden 2) para desarrollar las
siguientes funciones en los puntos indicados hasta orden dos:

g(x,y,z) = xsin(y) + y sin(x) en
h(x,y) = y?/x3 en
I(x,y) = log(x? + 2 x y?) en

m(x,y) = (x> + 3y?) exp(1 — x2 — y?) en
n(x,y) = x>+ y? + xy? en

Solucién usar el comando taylor

taylor(function , variables , vector,

(0,0)
(1,-1)
(1,1)
(0,0)

(1,2)

orden)

donde funcion es la funcién a desarrollar, variables son las
variables (escritas como una lista), vector es el punto alrededor

del cual hacemos el desarrollo hasta el orden definido por orden.
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Polinomio de Taylor

Por ejemplo

(%17) define(f(x,y),x*exp(y)+y*sin(2+*x));

(hoT) £(x,y) :=x*}e”y+sin(2%*x)*y

(%i8) taylor (f(x,y) , [x, yl, [0,0], 2)$ expand(%);
(%09) 3*x*y+x

(%i10) taylor (f(x,y) , [x, yl, [0,0], 5)$ expand();
(hol1l) (x*xy~4)/24+(x*xy~3)/6+(x*xy~2)/2- (4*x"3xy) /3+3*x*y+X

Hay otras variantes de este comando cuya salida no es
exactamente el polinomio de Taylor del orden dado.

Ejercicio: Dibuja cada una de las funciones anteriores junto a su
polinomio de Taylor de orden 2.
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