Métodos matematicos: Analisis funcional

Conceptos y resultados fundamentales

Curso 2011/2012

Aqui encontraras los Teoremas hay que saber para el primer parcial (§1) asi como las defi-
niciones, problemas y teoremas que hay que saber para el segundo parcial (§2).

1. Teoremas fundamentales de los temas 1, 2, 3y 4

Teoremas fundamentales: Series numéricas

Teorema 1 (Criterio de Cauchy) Para que una sucesion de nimeros complejos (zy)n sea de
convergente es necesario y suficiente que sea de Cauchy.

Teorema 2 (Criterio de Comparacién de Weierstrass) Sean > ;o ar y > peq br dos se-
ries de nimeros complejos. Si existe un N € N tal que para todo n > N, |a,| < |by|, entonces
si la serie Y oo |b| converge, la serie > ;2 |ag| < converge, y si Y peq lag| diverge, entonces
Y orey |bk| diverge.

Teorema 3 (Criterio de la raiz de Cauchy) Sea Y ;2 ax una serie de nimeros complejos
tal que limy, oo W = q. Entonces,

1. Sig <1, la serie 21?;1 ay, es convergente

2. Siq>1, la serie y ;o ay es divergente.

3. Siq=1, la serie Y 7, ap puede ser convergente o divergente.

Teorema 4 (Primer Teorema de Abel para las series de potencias) Sea la serie de po-
tencias Y .~ g anz", an, z € C. Si la serie converge para cierto w € C, entonces la serie converge
absolutamente para todo z € C con |z| < |w|.

Teorema 5 (Férmula de Cauchy-Hadamard) Dada una serie de potencias y - an2", su
radio de convergencia R viene dado por la formula

R 1
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Teorema 6 Sea una serie de potencias f(z) = > " janz" con radio de convergencia R > 0.
Entonces

1. Para todo k > 1 la serie

(1.1)

[e.9]

Zn(n— D (n—k+1Da,z"*, (1.2)
n=0

tiene radio de convergencia R.

2. La funcion f(z) es infinitamente diferenciable en Ur(0) y la k-ésima derivada de f, f(z),
viene dada por la serie (1.2).

3. Para todo n >0, a, = f(0)/n!.



Teoremas fundamentales: sucesiones y series de funciones

Teorema 7 (Condicién necesaria y suficiente de convergencia uniforme) Dada una su-
cesion de funciones fp(x)), definidas en I € X, f,(x) converge uniformemente a f(x) en I siy
sélo si lim sup |fn(x) — f(x)] = 0.

n—o0 zel
Teorema 8 (Criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme) Sea (a,)2, una
sucesion de funciones definidas en I C R, y (by)22, una sucesion de niimeros reales no negativos,
tales que |an(z)| < by para todon € N y x € I y cuya serie y .- | b, es convergente. Entonces
la serie de funciones Y o2 | an(x) es uniformemente convergente an I.

Teorema 9 (Sobre la conmutatividad del limite de una sucesién de funciones) Sea
(fn(x))n una sucesion de funciones definidas en I C R tal que para cada n € N existe el
limite lim fp(x) =1, vo € I. Si fo(x) = f(z) en I, entonces

T—T0

i (i (o)) =ty (i 1)

Teorema 10 (Sobre la integrabilidad de una sucesién de funciones) Sea (f,)02, una su-
cesion de funciones definidas en [a,b] C R e integrables' en [a,b] y sea f, uniformemente con-
vergente a f en [a,b]. Entonces

n—o0

lim bfn(x)d:c = /b[nli)rrolo fn(x)]dx = /b f(z)dx.

Teoremas fundamentales: Espacios métricos

Teorema 11 Un subconjunto M € X es cerrado si y solo si M = M.

Teorema 12 (De las esferas encajadas) Sea X un espacio métrico. X es completo si y sdlo
si, cualquier sucesion de esferas encajadas cuyos radios tiendan a cero (ry i 0) tiene inter-
seccion no vacta, i.e., (oo Sp(@n, ) # 0.

Teorema 13 (Del punto fijo) Sea X un espacio métrico completo y T : X — X una aplicacion
de contraccion. Entonces T tiene un unico punto fijo.

'En el examen basta demostrarlo para sucesiones de funciones continuas.



2.

Definiciones, Teoremas y Problemas de los temas 5 y 6: Es-
pacios normados y de Hilbert

Definiciones

1.

2.

8.

9.

Comenta la definiciéon de espacios normados y da algunos ejemplos.

Comenta la definiciéon de espacios de Banach y da algunos ejemplos.

. Comenta la definiciéon de conjunto compacto y da algunos ejemplos.

. Comenta la definiciéon de operador lineal en espacios normados y da ejemplos.

. Comenta la definicion de operador invertible en espacios de Banach y da ejemplos.
. Comenta la definicion de operador acotado y da ejemplos.

. Comenta la definicion de espacio euclideo y da algunos ejemplos.

Comenta la definicion de espacios de Hilbert y da algunos ejemplos.

Comenta la definicion de sistema completo de vectores en un espacio de Hilbert.

10. Comenta la definicién de sistema cerrado de vectores en un espacio de Hilbert.

11. Comenta la definicién de vectores ortogonales y da ejemplos.

12. Comenta la definicién de complemento ortogonal de un subespacio M de un espacio de
Hilbert.

13. Comenta la definicién de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert y da ejemplos.

14. Comenta la definicién de operadores compactos en un espacio de Hilbert.

Teoremas

1.

Prueba que un subespacio M de un espacio métrico completo X es completo si y sélo si es
cerrado en X.

. Sea X un espacio vectorial de dimensién finita. Prueba que entonces cualquier norma || - ||

en X es equivalente a cualquier otra norma en X.

. Prueba que si M C X es compacto, entonces M es cerrado y acotado.

. Prueba que todo subespacio M de dimension finita de un espacio normado es completo.

En particular, todo espacio normado de dimensién finita es completo.

.Sea T : D(T) C (X,p) — (Y,0) continua en el compacto M C D(T). Prueba que la

imagen de M, Z(M) también es un conjunto compacto. O sea, las aplicaciones continuas
transforman compactos en compactos.

. Sea T : X — Y una aplicacion lineal. Prueba que



10.

11.

12.

13.

a) Z(T) es un subespacio vectorial de Y.
b) Si dimD(T) = n < oo, entonces dimZ(7T") > n.
¢) N(T) es un subespacio vectorial de D(T").

Sea T': X — Y una aplicacion lineal con D(T') C Xy Z(T') C Y. Prueba que

a) Existe la aplicacién inversa T~ de T, si y sélo si Tz = 0 implica x = 0.
b) Si existe 7!, entonces T~! es lineal.
¢) SidimD(T) = n < oo, entonces dimZ(7T) = dimD(T) = n.

. Sea T : D(T) C X +— Y una aplicacién lineal de un espacio normado X a otro espacio

normado Y. Prueba que

a) T es continuo si y sélo si T es acotado.

b) Si T es continuo en algun xg € D(T'), T es continuo en D(T)).

. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz: Sea [E un espacio euclideo. Entonces para todos

I,9 €E,
() ? < (f, g, 9)-

Prueba que si el espacio euclideo E es separable, entonces cualquier sistema ortogonal
(ortonormal) de E es numerable.

Prueba que en un espacio de Hilbert H de cualquier conjunto de vectores linealmente
independiente se puede construir un conjunto de vectores ortonormales (proceso de orto-
gonalizacién de Gram-Schmidt).

Prueba el siguiente resultado: Sea H el subespacio lineal de H generado por los vectores
ortonormales {¢1,p2...,¢n}, n € N, ie., H = span (¢1,¢02...,¢,). Entonces

n

‘ 2 _ 2 2
min (| r — = || — C
miglle = alP = ol = 3

donde ¢ son los coeficientes de Fourier, y se alcanza cuando ¢ es la suma parcial de la
serie de Fourier

n
q = 8p = ch¢k-
k=1

Sea H un espacio de Hilbert y sea el sistema ortonormal de vectores (¢, )52, de H. Prueba
que las siguientes condiciones son equivalentes:

a) (¢n)n es completo en X C H.

oo

b) Paratodoz €e X CH, z = Z(x, ) .-
k=1
c¢) Para todo x € X C H, se cumple la igualdad de Parseval

] = e, on) .
k=1

d) Si (x, ¢r) = 0 para todo k € N entonces = = 0.



14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Prueba que todo espacio de Hilbert H separable tiene una base ortonormal.

(de Riesz-Fischer) Sea (¢, ), un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H y sean los
ndmeros ci, ¢2, ..., Cp, ...tales que

o
Z len]? < +o0.
n=1

Prueba que existe un elemento x € H cuyos coeficientes de Fourier son precisamente los
numeros ¢y, €a, ..., Cp, + .., L.€.,

00
D oleal =l2l?,  en = (x,n).
n=1

Prueba que cualquier espacio de Hilbert separable H es isomorfo a C" o a [2.

Sea M C H un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H y M~ su complemento ortogo-
nal. Prueba que todo vector z € H admite una tinica representacién de la forma z = y+y=+
donde y € M eyt € M+,

Sea el operador lineal A : X — X, X espacio de Banach con ||A|| < 1. Prueba que I — A es
invertible y (en norma)

(I-A)'=> A"  donde A®:=1.
k=0

Dado un operador acotado A, prueba que el espectro de o(A) es un compacto de C (conjun-
to cerrado y acotado de C) contenido en el interior del disco cerrado D = {z; |z| < || A]|}.

Sea H un espacio de Hilbert y A un operador lineal A : H — H autoadjunto (hermitico) y
compacto. Entonces A = ||A]| o A = —||A]| es un autovalor de A.

Sea H un espacio de Hilbert y A una aplicacién lineal A : H — H hermitica (autoadjunta).
Prueba que todos los autovalores de A (si los tiene) son reales. Ademds los autovectores
correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Sea A un operador compacto en un espacio de Hilbert y (¢,,), una sucesién ortonormal
de H. Entonces lim, o A¢, = 0.

Sea H un espacio de Hilbert separable y A una aplicacién lineal A : H — H autoadjun-
ta (hermitica) y compacta. Entonces A tiene un numero finito de autovalores )\, reales

distintos o si es infinito, entonces, es numerable y si lo ordenamos de mayor a menor
n—oo
A — 0.

Teorema espectral: Sea H un espacio de Hilbert y A una aplicacién lineal A : H — H
autoadjunta y compacta. Existe una sucesién numerable (finita o infinita) de autovectores
ortonormales (z,), de A cuya correspondiente sucesiéon de autovalores denotaremos por
(An)n tales que, Az = Z)\n@:,xn)xn, Vo € H donde en la suma aparecen todos los

n
autovalores no nulos de A incluida su multiplicidad. Si la sucesién ()\,), es infinita se

n—oo . .
puede reordenar de forma que A\, —— 0 y los correspondientes espacios ker(A,I — A),
VYn =1,2,3,... son de dimensién finita, siendo la dimensién de estos el niimero de veces
que aparece un mismo \; en la férmula anterior.



Problemas

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Prueba que si un espacio normado X tiene una base de Schauder, entonces es separable.

Prueba que si X es un espacio normado, entonces toda serie absolutamente convergente es
convergente si y s6lo si X es completo.

. Sea T : X+ Y una aplicacién lineal y supongamos que dimX = dimY = n < oco. Prueba

que la imagen de T, Z(T) = Y si y sélo si T~ existe.

Sean (X, |- |) y X, || - ||I") dos espacios normados y sean || - || y || - ||” normas equivalentes.
Prueba que toda sucesién de Cauchy en (X, || - ||) también lo es en (X, || - ||', y viceversa.

. Sea X el espacio métrico discreto, i.e., el espacio metrico definido sobre un conjunto ar-

bitrario X donde la métrica p es la funcién p(z,y) = 1siz #yy p(z,y) = 0sixz = y.
Prueba que si X esta constituido por infinitos puntos entonces no es compacto.

. Prueba que la norma de un operador |T|| efectivamente es una norma, es decir se cumplen

los axiomas de la definicién de espacios normados.

Sea el operador T : R” — R", y =Tx = A - x, donde A es una matriz n X n, x e y son los
correspondientes vectores de R, y - denota la multiplicacién usual de matrices. Prueba
que dicho operador es lineal. Usando en R" la norma euclidea, prueba que T es acotado y
da una estimacién de su norma.

. . . n—oo
. Prueba que, en la norma inducida por el producto escalar si los vectores x, — =,

n—aqo ’ n—qo n—qo n—aqo
Yn — ¥y y los nuimeros o,, — «, entonces x, +y, — T+ Y, ATy, —> QIT, Y
n—oo
<xn7yn> ? (x,y>

. Prueba que si los vectores (no nulos) z,...,x, de un espacio euclideo son ortogonales,

entonces son linealmente independientes.
Sea [E un espacio euclideo. Prueba que

a) Para todos z,y,2z € E, (x,y + 2) = (z,y) + (x, 2).
b) Para todos z,y € Ey A € C, (z, \y) = Ma,v).

¢) Para todo z € E, (z,0) = (0,z) = 0.
)

d) Si (z,z) = (y, z) para todos los z € E, entonces x = y.

Sea [E un espacio euclideo y || - || la norma inducida por el producto escalar. Prueba que
para todos =,y € E,

lz +yl* + o = ylI* = 2(l«|* + yll).

Esta igualdad se suele denominar ley del paralelogramo.
Prueba que si dos elementos = e y de un espacio euclideo son ortogonales, entonces
2 2 2
o+ yl” = [l=lI” + Iyl
La igualdad anterior es una generalizacion del teorema de Pitdgoras.

Prueba que cualquiera sea M C H subespacio lineal cerrado del espacio de Hilbert E, M+
es un subespacio lineal cerrado de E.



14.

15.

16.

17.

Sea el operador multiplicacién M : C[Qa o C[2 b] definido por

Ma(t) = f(t)x(t), [f(t) € Clappy Va(t) € CFy.

Prueba que M™ existe y es el operador multiplicacién por la funcién complejo conjugada
f(t). Prueba que este operador es acotado y que || M|| > sup;¢(q) | f()]. N6tese que si f(2)
es real entonces M* = M.

Sea el operador integral T: T : 0[0,1] — C[O,l], y="Tx

1
y(t) = /0 k(t, 7)e(r)dr,

con k(t,7) continua en en cuadrado [0,1] x [0,1]. Demuestra que el adjunto de dicho
operador es el operador T : C[OJ} — C’[OJ}, y="T"x

1
y(t):/o k(T,t)x(T)dT.

Luego T* =T siy solo si k(7,t) = k(t, 7).
Prueba que si A es autoadjunto, entonces A*A y A+ A* también lo son.

Sean A y B dos operadores autoadjuntos. Prueba que el producto AB es autoadjunto si y
solo si AB = BA.



