A. Calculo practico de limites.

Teorema A.1 (Criterio de la raiz)

., L. " , an+1 ,
Sea {an} una sucesion de términos positivos tal que lim =1[. Entonces, lim /a, = 1.
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Ejemplo A.2 Calcular los limites lim {/—, a € R y lim n.
n—oo nl n—oo
Usando el criterio de la raiz tenemos, en el primer caso
n n
, Qn41 , , n| @
ap = —, lim 2l — im =0, = lim {/— =0.
n!’” n—oo a, n—oon + 1 n—oo \ nl!
En el segundo,
. Qpyl . on+l .
anp=mn, lim 2l — lfm =1, = lim Yn=1.

Una consecuencia de este dltimo limite es que lim Yz = 1 cualquiera sea = > 0.
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Teorema A.3 (Stolz)

G, ., . . . .
Sea — una sucesion tal que b, es creciente con limite infinito y sea que la sucesion 5
n n — Un—1

Gp — An—1

. Qn
es convergente con limite [. Entonces — es convergente y

, , a 1 (7% , (79 an—1
lim = = lim & 1 l
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Ejemplo A.4 Calcular los limites
, 14+2+---4+n , 14+1/24---+1/n
lim —————, lim .
n—00 n n—00 log n

Para el primero podemos usar 1 +2 + ---+n = n(n + 1)/2 lo que nos da, en el limite 1/2,
no obstante usaremos el teorema de Stolz. Tomando a, =1+2+---+n y b, = n tenemos que
se cumplen todas las condiciones del teorema ademas

Ap—1 — Qp, n 1

lfm o=l "9 _ _—
nveo by 1 — by nbe2n—1 2

En el segundo caso tomamos a, =1+1/2+---+1/ny b, = logn de forma que se cumplen
todas las condiciones del teorema ademas

, Ap—1 — Gn , 1/” , 1
lim —— = lim = lim == 1.
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Teorema A.5 (Limites notables) Las siguientes afirmaciones son ciertas:

1 n
1. lim (1—1——) =e.
n—oo n

2. lim Yz =1, para todo x € R, x > 0.
n—oo



3. lim Yn=1.
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lim 2" =0, para todo x € R, |z| < 1.
n—0o0
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5. lim — =0, para todo o € R, a > 0.
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6. lim —&"

n—oo N

=0, para todo o € R, a > 0.

7. lim n_n =0, para todo a > 1, a > 0.

n—oo @

8. lim x—zO, para todo v € R. (n1=1-2-3---n)
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9. lm —=0.n!'=1-2-3---n)
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Definicién A.6 Dos sucesiones {an} y {bn} se denominan equivalentes si lim — =1, y se
n—od
n

escribe a, ~ by,.

Por ejemplo, la sucesion a, = n! es equivalente a la sucesién b, = v/2wne™ "n" y por tanto
la siguiente férmula, conocida como la férmula de Stirling, es valida:

nl ~ V2rne "n". (A1)

/2 1 n,—n
Ejemplo A.7 Calcular el limite lim M.
n—00 2(n!)

— n—oo
Sea x,, = n!. Definamos s, = v/27mne "n". Entonces, como s,/x, — 1,

V2n + 1Ine ™™ V2n + 1Ine ™™ V2n+ 1In"e ™" s,

lim ——— = lim =lim ———— =
n—o0 2(n!) n—o0 21, n—o0 28, Tn
. A2n+1n"e ™ ., sy, . V2n+ 1n"e™™
= lm ——— lim — = lilm ——,
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pero
lm Van 4+ 1In"e ™™ m Vn +1In"e™™ 1
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Definicién A.8 Una sucesion {a,} se denomina infinitesimal si lim a, = 0.
n—oo

Definicién A.9 Dos sucesiones {a,} y {bn} se denominan infinitésimos equivalentes y se es-
. R P , G
cribe an ~ by st lim a, =0, lim b, =0y lim — = 1.
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Teorema A.10 Si{a,} es una sucesion infinitesimal, entonces:

1. sena, ~ a,.
2. tana, ~ an,.

3. arcsena, ~ Q.



4. arctana, ~ a,.
2
a
5 1—cosa, ~ 7”
6. (1+ap)*—1~ aay,.
7.e" —1~a,, b —1~aylogh.
8. log(1+ apn) ~ an, logy(1+ ay) ~ aylogye .

Funciones elementales del analisis.
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k=0
0 (_1)kz2k+1 o (_1)k22k
senz = —_— cos z = —_— e C.
ne kzo 2k + 1)! ? kzo (2k)! ?
a - — )k
(1+2) :1+Z(k!) 2zl <,
k=1

donde (a),, denota al simbolo de Pochhammer

(a)o=1, (a)g=ala+1)(a+2) - --(a+k—-1), k=1,2,3,...

Como casos particulares de la serie (A.4) se tienen

1 o0
k _ kLk
PAR 1+Z—E(1)z, |z| < 1.
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Haciendo el cambio z por 22 en (A.5) obtenemos

1 S k 2k
T =3 (-DF*, f <L
k=0
Escojamos ahora (A.4) con a = —3% y cambiemos z por —z%, tenemos
1 - (%)k k
——1_Z2:k2_() k!Za ‘Z|<1

donde (1/2), = (1/2)(1/2 +1) -+ (1/2 +k — 1).

Finalmente,
0 n+1 g
log(1+4z) = Z , 2| < 1.
n=1
oo n 2n+1
t = , < 1.
arctan z Z 2n+1 |z

1
arcsen z = kz_o ]{;!(;Z—)_T_I)Z%H, |z] < 1.

(A.5)

(A.9)

(A.10)



